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Wstep 

Materiat zamieszczony w tym podreczniku jest kontynuacja i rozwinieciem 

zagadnien matematycznych przedstawionych w podreczniku do klasy pierwszej. 

Rozpoczynamy od omowienia wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej. Nastepnie 

systematyzujemy i rozszerzamy informacje dotyczace wtasnosci czworokatow oraz 

sposobow obliczania pol czworokatow. Kolejne rozdziaty dotycza wielomianow, 

utamkow algebraicznych i funkcji wymiernych. W tych rozdziatach omawiamy 

m.in. sposoby rozwiqazywania prostych rownan wielomianowych i wymiernych. 

Nastepny rozdziat dotyczy ciagow (gtownie arytmetycznych i geometrycznych). 

Poruszamy w nim rowniez zagadnienia dotyczace ciagéw nieskonczonych. Ostatni 

rozdziat poswiecony jest funkcjom trygonometrycznym zmiennej rzeczywistej. 

Omawiajac powyzsze zagadnienia, duza wage przywiazujemy do przyktadéw pre- 

zentujacych zastosowanie matematyki w rozwiqzywaniu problemow praktycznych. 

Kazdy temat w podreczniku koncza zadania (poprzedzone tytutem SprawdZ, czy 

rozumiesz) do samodzielnego rozwiazania. 

Na koncu podrecznika znajduja sie odpowiedzi do wiekszoSci zadan i skoro- 

widz wazniejszych terminéw wystepujacych w podreczniku. 

Autorzy 



Proporcjonalnosé prosta 

Przyktad 1. 

Zat6zmy, ze cena jednego kilograma cukru wynosi 4 zt 60 gr. Zaobserwujemy, jak 

zmienia sie koszt zakup6w w zaleznosci od ilosci zakupionego cukru. Pokazuje to 

ponizsza tabela: 

liczba kg cukru x ; di 2 3 | S | 5 6 

koszt zakupu w zt | y 4,60 9,20 13,80 | 18,40 | Daisves|) {27560 

Zaleznos¢ miedzy kosztem zakupu a liczba kilograméw cukru wyraza w2zor: 

y=4,6»x, 

gdzie x jest liczba naturalng dodatnig. Zauwaz, ze koszt zakupu (y) i liczba kilo- 

gramow zakupionego cukru (x) zmieniajg sie w tym samym stosunku, np. trzy- 

krotny wzrost liczby kilograméw pociaga za soba trzykrotny wzrost kosztu zakupu. 

Staty stosunek kosztu zakupu (y) do liczby kilograméw zakupionego cukru (x) wy- 

raza cene 1 kg cukru, czyli 4,6 (zt). 

Przyktad 2. 
a 

Rowerzysta postanowit, ze pewien odcinek trasy przejedzie ze stata predkoscia 

12 km/h. Jak bedzie zmieniata sie dtugos¢ przebytej drogi, jesli rowerzysta na ten 
eksperyment przeznaczyt 4 godziny? 

Dtugos¢ przebytej drogi przy statej predkoSci jazdy zalezy od czasu, w jakim ta dro- 

ga zostanie przebyta, i wyraza sie wzorem: 

s=v-t, czylis=12-t, 

gdzie s — dtugos¢ drogi w km, t - czas jazdy w godzinach, t € (0, 4). 

Zauwaz, ze tym razem dtugos¢ przebytej drogi (s) i liczba godzin jazdy (t) zmieniaja 

sie w tym samym stosunku. Staly stosunek dtugoSci przebytej drogi (s) do liczby go- 
dzin jazdy (t) wyraza wartosé¢ predkosci jazdy, czyli 12 (km/h). 

Jesli dwie wielkosci zmieniajqa sie w tym samym stosunku, to méwimy, ze te dwie 

wielkoSci sa wprost proporcjonalne. 

Definicja 1. 
Proporcjonalnosciq prosta nazywamy zaleznos¢ miedzy dwiema wielkosciami 
zmiennymi y, x, okreslong wzorem y= a - x, gdzie a jest liczba rézna od zera, zwana 
wspotczynnikiem proporcjonalnosci. 



Proporcjonalnosé prosta 

W przyktadzie 1. koszt zakupu jest wprost proporcjonalny do liczby kilogramow 
zakupionego cukru, a wspdtezynnik proporcjonalnosci 4,60 (zt) oznacza stata cene 
1 kg cukru. 
W przyktadzie 2. dtugos¢ drogi jest wprost proporcjonalna do czasu, w jakim ta dro- 
ga zostanie przebyta, a wspdlczynnikiem proporcjonalnosci jest stata predkosé 
rowerzysty 12 (km/h). 

Przyktad 3. 

a) Rozwazmy trojkaty rownoboczne. Dtugos¢ boku tréjkata oznaczmy przez x, za$ 

jego obwod przez y. Czy obwdd trojkata i diugos¢ jego boku sa wielkosciami 

wprost proporcjonalnymi? Jesli tak, to jaki jest wspdtczynnik proporcjonal- 
nosci? 

b) Niech x oznacza dtugos¢ boku kwadratu, natomiast y - pole kwadratu o boku x. 

Czy pole kwadratu i dtugos¢ jego boku sq wielkosciami wprost proporcjonalnymi? 

Ad a) Zaleznos¢ miedzy obwodem tréjkata rownobocznego a dtugoscig jego boku 

wyraza WZor: 

y = 3x, gdzie x > 0 

Zauwazmy, ze stosunek obwodu trojkata do dtugoSsci jego boku jest staty i wynosi 3. 

Liczba 3 - oznaczajaca liczbe bokoéw trdjkata - jest wielkoscig stata. Jest to wspdt- 

czynnik proporcjonalnosci. 

Ad b) Pole kwadratu w zaleznosci od dtugosci boku kwadratu wyraza sie wzorem 

y=x’, gdziex >0 

Zauwazmy, ze pole kwadratu nie jest wprost proporcjonalne do dtugosci boku 

kwadratu. Na przyktad kwadrat 0 boku 3 ma pole réwne 9, zatem 5 = 3; zas kwadrat 

o boku 8 ma pole rowne 64, zatem = = 8. Stosunek pola kwadratu do dlugosci jego 

boku nie jest staly. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Miary x, y pewnych zmiennych wielkosci X, Y sq podane w tabelce. Czy wartosci 

x iy sa wprost proporcjonalne? Jesli tak, to podaj wspétczynnik proporcjonal- 

nosci i napisz wzor opisujacy zaleznos¢ zmiennej y od zmiennej x. 

ee hdS | via Decor 
Pa | ly las] 6 [75/9 | 

2. Rozwazmy trdjkaty o statej wysokosci h rownej 4. Napisz wz6r funkcji, ktora 

opisuje, jak zmienia sie pole trojkata w zaleznoSci od dtugosci podstawy a, na 

ktora opuszczona jest wysokoé¢ h. Naszkicuj wykres tej funkcji, jeslia € (1, 3). 



10 1. Funkcja liniowa 

Funkcja liniowa. Wykres funkcji liniowej 

Definicja 1. 
Funkcja liniowa nazywamy funkcje, ktorg mozna opisa¢ wzorem y = ax + b, gdzie 

aibsaustalonymi liczbami rzeczywistymi; a nazywamy wspotczynnikiem kierun- 

kowym, b - wyrazem wolnym. Dziedzina funkcji liniowej jest zbidr liczb rzeczywis- 

tych R. 

Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Przez dwa rézne punkty ptaszczyzny prze- 

chodzi tylko jedna prosta. Zeby narysowa¢ wykres funkcji liniowej, wystarczy wiec 

wyznaczy¢é dwa punkty nalezace do jej wykresu, nastepnie poprowadzic przez nie 

prosta. 

Zauwaz, ze dla argumentu 0 wartos¢ funkcji liniowej f(x) = ax + b jest rowna b: 

f(0)=a-0+b=b 

Zatem prosta bedaca wykresem funkcji f przecina oS OY w punkcie (0, b). 

Obliczmy r6wniez wartosé funkcji fdla argumentu 1: 

fia lea bp =G45b 

Otrzymalismy, ze punkt (1, a + b) tez nalezy do wykresu funkcji f 

Prawdziwe jest twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Wykresem funkcji liniowej y = ax + b, gdzie a, b sa ustalonymi liczbami rzeczywis- 

tymi, jest prosta przechodzaca przez punkty (0, b) i (1,a+b). 

Przyktad i. 

Naszkicujemy wykresy funkcji liniowych: 

1) f(x) =0,5x-1 2) g(X) = -2x+3 3) h(x)=2 (a=0) 

-1) Wykresem funkcji li- 2) Wykresem funkcji li- 3) Wykresem funkcji li-| 

niowej f(x) = 0,5x—1 jest | niowej g(x) =-2x+ 3 jest | niowej h(x) = 0x + 2 jest 

| prosta wyznaczona przez | prosta przechodzaca | prosta przechodzaca 

| punkty (0,—1) i (1,-0,5). | przez punkty (0, 3)i(1,1).| przez punkty (0, 2)i (1, 2). | 

Y | AY 



Funkcja liniowa. Wykres funkcji liniowej 

Obliczmy teraz réznice wartoSsci poszczegélnych funkcji liniowych z przyktadu 1. 
dla argumentow 11 0: 

POST Ol= a= (=1)=05 
26) 1S3="2 
h(1)-—h(0) =2-2=0 

Kazda réznica jest rowna wspotczynnikowi kierunkowemu dangj funkcji liniowe}! 

Okazuje sie, ze dla dowolnego argumentu x funkcji liniowej f(x) = ax + b wzrost ar- 
gumentu 0 1 powoduje ,,przyrost” wartosci funkcji rowny a: 

f(x + 1) —f(X) =a- (x+1)+b—-(ax+b)=ax+at+b-—ax—b=a 

|3) f(x) =ax+b, a=0 1) f@)=ax+b,a>0 ~ |2) fOj=axtba<o | 
Y Ya 

IU=f[Cy =P 1 Y=flx) 
flx+ 1) -flx)=a=0 

Ad 1) W przypadku, gdy a > 0,,,przyrost” wartosci funkcji jest dodatni. Znaczy to, ze 

wraz ze wzrostem argumentow rosnq tez wartosci funkcji - zatem funkcja jest rosnaca. 

Ad 2) W przypadku, gdy a < 0,,,przyrost” wartosci funkcji jest ujemny. Znaczy to, ze 

wraz ze wzrostem argumentow malejq wartosci funkcji - zatem funkcja jest malejaca. 

Ad 3) W przypadku, gdy a = 0, , przyrost” wartosci funkcji wynosi 0, co znaczy, ze 

funkcja jest stata. 

Wnioskowanie zaprezentowane powyzej jest prawdziwe tylko w przypadku funkcji 

liniowej. 

Twierdzenie 2. 
Funkcja liniowa y = ax + b jest: 

a) rosngca wtedy, gdy a > 0 

b) malejaca wtedy, gdy a < 0 

c) stata wtedy, gdy a=0. 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci m, dla ktorych funkcja liniowa y= (5 —m)x + 3 jest 

malejaca. 

Funkcja liniowa jest malejaca wtedy, gdy jej wspotczynnik kierunkowy (5 —m) jest 

ujemny. Otrzymujemy: 

5-m<0,czyli 5<m. 

Funkcja jest malejaca wtedy, gdy m ¢€ (5, +o). 

11 
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W kolejnym przyktadzie pokazemy, jak wykorzysta¢ wspotczynnik kierunkowy, 

rozumiany jako ,przyrost” wartosci funkcji, do naszkicowania wykresu funkcji 

liniowej. 

Przyktad 3. 

Naszkicujemy wykres funkcji liniowej y = aX +2. 

Najpierw wyznaczamy punkt przeciecia wykresu 

funkcji z osig OY. Bez trudu zauwazamy, Ze jest to 

punkt o wspotrzednych (0, 2). 

Wiemy, ze wzrost argumentu 0 1 powoduje ,przyrost” 

wartosci funkcji rowny *. Zatem proporcjonalnie ,,przy- 

rost” argumentu o 3 powoduje ,,przyrost” wartosci 

funkcji o 4 (trzykrotnie wiekszy przyrost argumentu 

powoduje trzykrotnie wiekszy ,przyrost” wartosci). 

To spostrzezenie pozwala wyznaczyé drugi punkt na- 

lezacy do wykresu funkcji: (0+ 3,2+4), czyli (3,6). 

Wykres funkcji przedstawia rysunek powyzej. 

Przyktad 4. 

Ponizej przedstawiony jest wykres funkcji liniowej. Na podstawie tego wykresu na- 

piszemy wzor funkcji. 

Wzor funkcji liniowej ma posta¢ y= ax + b. Odcezytujemy 

z rysunku wspolrzedne punktu przeciecia wykresu 

z osiq OY: (0, 3), zatem wyraz wolny jest rowny 3, 

b=3. 

Odliczamy ,,przyrost” wartoSsci funkcji dla przyrostu ar- 

gumentu rownego 1; otrzymujemy —4, wiec a=—4. 

Wzor funkcji przedstawionej na wykresie to 

y==4x 7 3. 

Przyktad 5. 

OkreSlimy znaki wspétczynnikow a i b we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b, 

wiedzac, ze wykres funkcji f przechodzi przez druga, trzecia i czwarta Cwiartke 
uktadu wspolrzednych. 

Prosta, ktora przechodzi przez trzecia i czwarta 

Cwiartke uktadu wspotrzednych, przecina o§ OY 

w punkcie lezacym ponizej punktu (0, 0). Zatem 

b<0 

(patrz rysunek obok). Wykres funkcji przechodzi 

rowniez przez Il Cwiartke. Zatem funkcja f jest ma- 
lejaca. Stad 

a= 0, 



Funkcja liniowa. Wukres funkeji liniowej 1) 

Wykres funkcji liniowej f{x) = ax + b przechodzi przez II, Ill i IV éwiartke uktadu 
wspotrzednych wtedy, gdy wspétczynniki a i b sa ujemne. 

Na koniec tego tematu zastanowmy sie, jak sq potozone w uktadzie wspétrzednych 

wykresy funkcji liniowych opisanych rownaniami majacymi posta¢ y= ax (wowczas 
b = 0). Przeanalizujmy przyktady: 

a) fx) =2,5x lb) fixj=-x c) fx) = 0 

Jeslia > 0, wowczas prosta przechodzi przez i III Cwiartke uktadu wspotrzednych; 

jesli a < 0, to prosta przechodzi przez II i IV ¢wiartke, natomiast w przypadku, gdy 

a=0, wykres funkcji pokrywa sie z osia OX. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Naszkicuj wykresy funkcji liniowych: 

a) y=5xt1 b) y=-2x+6 

2. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres 

funkcji liniowej. Odczytaj wartosci 

wspotczynnikow i napisz wzor tej funkcji. 

3. Punkty A i B naleza do wykresu funkcji linio- 

wej. Podaj wzor tej funkcji, jesli: 

a) A(0,0) B(2,—8)  b) A(0,5), B(1, 3) 
c) A(3,0),B(0,-7) dd) A(-4,0), B(—-6,-1) 

4. Dana jest funkcja liniowa f(x) = (3 + m)x — m + 2. Wyznacz wszystkie wartosci 

parametru m, dla ktorych: 

a) wykres funkcji f przecina os OY w punkcie (0, 7) b) funkcja jest rosnaca. 



1. Funkcja liniowa 

Miejsce zerowe funkcji liniowej. 
Wiasnosci funkcji liniowej 

Wiesz juz, ze wykresem funkcji liniowej y = ax + b jest prosta przecinajaca oS OY 

w punkcie (0, b). Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu przeciecia wykresu tej 

funkcji z osia OX. W tym celu obliczymy miejsce zerowe funkcji, czyli argument, dla 

ktorego funkcja przyjmuje wartosé 0. 

VAY 

ax+b=0 

ax =—b 

Jesli a # 0, to otrzymujemy 

b 
xX=—— 

a 

Oznacza to, ze jesli a # 0, to funkcja liniowa y = ax + b 
$e, , b x 

ma jedno miejsce zerowe, rowne ——. Wykres funkcji 
a 

przecina os OX w punkcie 0 wspotrzednych 

ca a 

Rozpatrzmy przypadek, gdy a = 0. Wowczas wzor funkcji liniowej ma posta¢é 

y=b 

JeSli b 0, to funkcja nie ma miejsc zerowych. Jej wykres nie przecina sie z osia OX, 

bo jest do niej r6wnolegty (rysunek 1. i 2. ponizej). 

Jesli b = 0, to funkcje opisuje wzor 

v=) 

Wykres funkcji pokrywa sie z osiq OX. Dla kazdego argumentu funkcja przyjmuje 

wartos¢ zero. Miejscem zerowym tej funkcji jest kazda liczba rzeczywista (rysunek 
3. ponizej). 

1G AY Des AY ek AY 

y=b,b>0 

ot > ik Hi > WAS 0 

1 NK 04 X 04 < 

| y=b,b<0 
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Miejsce zerowe funkcji liniowej. Wtasnosci funkcji liniowej is} 

Twierdzenie 1. ~ 

1) Funkcja liniowa y = ax + b ma jedno miejsce zerowe oat wtedy, gdy a #0. 
a 

2) Funkcja liniowa y = ax + b nie ma miejsc zerowych wtedy, gdy a=0ib+0. 
3) Miejscem zerowym funkcji liniowej y = ax + b jest kazda liczba rzeczywista 

wtedy, gdy a=b=0. 

Przyktad iE 

Wyznaczymy wspotczynniki a i b we wzorze funkcji liniowej y = ax + b, wiedzac, ze 

je) wykres przecina osie uktadu wspotrzednych w punktach o wspotrzednych (0, —4) 

i G, 0). 

Zauwazamy, ze prosta bedaca wykresem danej funkcji nie jest rownolegta do osi OX. 

Na podstawie wspotrzednych danych punktow otrzymujemy 

b=-4 oraz avez, 
a 

Obliczamy a. 

a 

4=3a,czyli a= 4. 
3 

Szukane wspotczynniki to: a= >: b=-4. 

Przyktad 2. 

Dana jest funkcja liniowa f(x) = (m—1)x + 6. Wyznaczymy wartos¢ m tak, aby miej- 

scem zerowym funkcji fbyta liczba —2. 

Liczba -2 jest miejscem zerowym funkcji, to znaczy, ze f(—2) = 0. Zatem 

(m—1)-(-2)+6=0,  skad 

—2m+2+6=0, czyli 

—2m=-8 

m=4 

Jesli m= 4, to miejscem zerowym funkcji jest liczba —2. 

Przyktad 3. 

Funkcja liniowa przyjmuje wartosci dodatnie tylko wtedy, gdy x € (2, +); ponadto 

dla argumentu 1 przyjmuje wartos¢ —3. Wyznaczymy wor tej funkcji. 

W2zo6r funkcji liniowej ma posta¢ y = ax + b. Obliczymy ai b. 
Zastanowmy sie nad potozeniem prostej, bedacej wykresem szukanej funkcji, 

w uktadzie wspotrzednych. Wiadomo, ze punkt (1, —3) nalezy do tej prostej. Wiemy 

tez, ze do prostej naleza tylko takie punkty majace druga wspoirzedna dodatnia, 
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ktorych pierwsza wspotrzedna jest wieksza od 2. Zatem prosta przecina 0s OX 

w punkcie (2, 0). \ 

AY Znajac wspolrzedne punktow (1, —3) i (2, 0), odczytuje- 

vik my, ze wzrost argumentu o 1 powoduje ,,przyrost” war- 

tosci funkcji o 3. Znamy wiec a. 
4 +> 
eet | 45 xX has 

will Szukany wzor funkcji przyjmuje posta¢é y = 3x + b. Pozo- 

34 staje obliczyé wspdtczynnik b. Podstawiamy do wzoru 

44 funkcji wspétrzedne punktu (1, —3) lub punktu (2, 0): 

=5 —-3=3-1+b,_ stad 

6 b=-6 
- Wzor funkcji liniowej to y = 3x — 6. 

Przyktad 4. 

Dana jest funkcja liniowa y = (4 — m?)x + (m—2). Sprawdzimy, czy istnieje liczba m, 

dla ktorej ta funkcja ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych. 

Przyjmijmy oznaczenia wspolczynnikow we wzorze funkcji: 

a=4—m* i b=m-2 

Funkcja liniowa ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych tylko wtedy, gdy a=0 i b=0. 

Zauwazamy, ze b = 0 tylko wtedy, gdy m = 2. Wystarczy wobec tego sprawdzi¢, jaka 

wartos¢ ma wspdotczynnik a, jesli m= 2. 

a=4-2*7=4-4=0 

Funkcja ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych tylko wtedy, gdy m= 2. 

Przyktad 5. 

Dana jest funkcja liniowa /f{x) = 2x — 5. 

a) Wyznaczymy je} miejsce zerowe, naszkicujemy wykres i na podstawie wykresu 

omowimy jej wtasnosci. 

b) Rozwigzemy nierOwnos¢é f(x +1) > 4x +7. 

Ad a) Miejsce zerowe funkcji obliczymy, jesli rozwiazemy rownanie f(x) = 0, czyli 

2x—5=0, wiec 2x=5, zatem x=2,5. 

AY Wiasnosci funkeji ft 
i 1) Dr=R. 

2) ZW;=R. 

3) Miejscem zerowym jest liczba 2,5. 

4) f(x) > 0 SS x |] (2/5; 00) 

f(x) <0 @x e (-%, 2,5). 
5) Funkcja jest rosnaca. 

6) Funkcja jest roznowartosciowa. 

7) Funkcja nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej, 

ani najmniejszej. 
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Miejsce zerowe funkcji liniowej. Wlasnosci funkeji liniowej L/ 

Ad b) Aby wyznaczy¢ wyrazenie f(x + 1), wystarczy w miejsce x wyrazenia 

2x—5 wstawic x+1. 

Otrzymujemy wowcezas 

2(x+1)-5 

Rozwiazujemy nierOwnos¢ 

f(x+ 1) 2 4x+7 

2(x+1)-5 >4x+7 

2Xx+2-—5>4x+7 

2Xx—3 24x+7 /+3 44x 

2X 2 10 / : (-2) (dzielimy stronami przez liczbe ujemna, wiec zmieniamy 

veo 5 znak nierOwnosci na przeciwny) 
=: 

Zbiorem rozwigzan nierOwnosci jest przedziat (—c0, —5), 

Sprawdz, czy rozumiesz 

a5 Oblicz miejsce zerowe funkcji liniowej f, Nastepnie podaj zbidr argumentéw, 

dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, oraz zbidr argumentéw, dla 

ktorych wartosci funkcji sq ujemne. 

a) f(x) =3x+6 b) f(x) =-0,6x+15 

. Wykres funkcji liniowej fprzecina os OY w punkcie (0, —4), a wartosci ujemne 

funkcja przyjmuje tylko wtedy, gdy x € (—%, 5). Wyznacz wzor funkcji f 

. Naszkicuj wykres funkcji liniowej okreslonej wzorem f(x) =—0,5x + 5. Na pod- 

stawie tego wykresu omow wiasnosci funkcji f 

. Dany jest wzor funkcji liniowej f(x) =-x + 2. 

a) Korzystajac z wykresu funkcji y = f(x — 1), podaj zbior rozwiqzan nie- 

rownosci f(x—1) < 4. 

b) Rozwiagz algebraicznie nier6wnos¢é f(x + 3) >-—f(2x). 

. Funkcja liniowa fjest okreslona za pomoca wzoru f(x) = (m+ 5)x—3m. Wyznacz 

wartoSsci parametru m, dla ktorych: 

a) miejscem zerowym funkcji fjest liczba 2 

b) funkcja jest rosnaca 
c) wykres przechodzi tylko przez | i II Cwiartke uktadu wspotrzednych. 

. Funkcje liniowa g opisuje wzor g(x) = —3x + 5 — 2m. Wyznacz wartosci para- 

metru m, dla ktorych: 
a) wykres funkcji g przecina os OY ponizej punktu o wspdéirzednych (0, 7) 

b) miejsce zerowe funkcji g jest liczba wieksza od 1. 
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Znaczenie wspotczynniko6w we wzorze funkcji 

liniowej 

Wiesz juz, ze wspétczynnik kierunkowy a we wzorze funkcji liniowej y = ax + b 

okreSla ,,przyrost” wartosci funkcji przy wzroscie argumentu o 1, natomiast wyraz 

wolny b wyznacza punkt przeciecia wykresu funkcji z osiq OY. Zastanowimy sig te- 

raz, jak jeszcze mozna interpretowaé te wspotczynniki. Zaczniemy od wspotczyn- 

nika kierunkowego a. 

Rozwazymy wykresy funkcji liniowych y = ax wtedy, gdy a > 0, a < 0 oraza=0. 

Rysunki ponizej przedstawiaja przyktadowe wykresy takich funkcji. 

Ldes20 3) a=0 

Kazdemu wykresowi odpowiada pewien kat. Jest to tzw. kat nachylenia wykresu 

funkcji liniowej do osi OX. Jedno ramie takiego kata pokrywa sie z dodatnig pdotosia 

OX, a drugie ramie lezy w | lub II ¢wiartce uktadu wspdotrzednych i zawiera sie 

w danym wykresie. 

Zauwazmy, Ze: 

e jesli a > 0, to kat nachylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX jest katem 

ostrym; 

jesli a < 0, to kat nachylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX jest katem roz- 
wartym; 

e jeslia=0, to przyjmujemy, ze kat nachylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX 

jest rowny 0°. 

Latwo zauwazy¢, ze wspdiczynnik kierunkowy a we wzorze funkcji liniowej y = ax + b 

ma zwiqzek z katem nachylenia wykresu tej funkcji do osi OX. Dlatego wspétczynnik 

kierunkowy nazywamy tez wspotczynnikiem katowym. 

Pokazemy, ze wspotczynnik kierunkowy (katowy) jest rowny tangensowi kata na- 
chylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX. 



' 
Znaczenie wspdtczynnikéw we wzorze funkcji liniowej 

Rozwazmy ponownie wykresy funkcji liniowych y = ax. 

: 3: 

Na drugim ramieniu kata @ nachylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX, wybiera- 

my dowolny punkt P(x,, y;) r6ézny od punktu (0, 0). Na podstawie definicji tangensa 
otrzymujemy: 

tga= ae 
x, 

Wiemy takze, ze punkt P(x;, y;) nalezy do wykresu funkcji liniowej y = ax, wiec 

wspoirzedne punktu P spetniaja wzor funkcji, czyli y; = ax,. Stad 

t _ Beh = ax, a2 ga=—=—=a 
x; x 

Udowodnilismy twierdzenie: 

Twierdzenie 1. 
Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej y= ax jest nachylona do osi OX pod takim 

kgatem a, ze tg a =a. 

Przyktad 1. 

Napiszemy wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem jest prosta przechodzaca przez 

poczatek uktadu wspotrzednych i nachylona do osi OX pod katem 60°. 

Poniewaz prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych, wiec jej wz6r 

ma posta¢é 

y=ax 

Wspotczynnik a jest rowny tangensowi kata nachylenia wykresu funkcji do osi OX, 

czyli 

a=tg 60°, 

skad 

Funkcje liniowg opisuje wzor y = 3x. 

1b) 
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Przyktad 2. 

Wyznaczymy kat nachylenia wykresu funkcji liniowej y = —x do osi OX. 

Wspotczynnik kierunkowy we wzorze funkcji jest rowny —1, zatem 

tga =-1, 

gdzie a jest katem nachylenia wykresu funkcji do osi OX. Z wtasnoSci tangensa wia- 

domo, ze 

tg 45°=1i -tg6 =tg(180° —f), 

wiec 

—1 =-tg 45° = tg(180° — 45°) = tg 135°, 

zatem 

@=135° 

Wykres funkcji liniowej y = —x jest nachylony do osi OX pod katem 135°. 

Zauwazmy, ze wykres funkcji liniowej 

y=ax+b 

powstaje w wyniku przesuniecia rownolegtego wykresu 

funkcji liniowej 

y= ax o wektor v= [0, b]. 

Proste bedace wykresami funkcji liniowych © 

y=ax oraz y=ax+b 

sa rownolegte, a wiec nachylone do osi OX pod tym sa- 

mym katem. 

Ilustruje to rysunek obok. 

Prawdziwe jest twierdzenie, kt6re podsumowuje nasze rozwazania. 

Twierdzenie 2. 

Wykresem funkcji liniowej y = ax + b, gdzie x € R, jest prosta nachylona do osi OX 
pod takim katem a, ze tga =a. 

Przyktad 3. 

Napiszemy wzor funkcji liniowej, do wykresu ktdrej naleza punkty A(V3, 3) oraz 

B(0, —4). Nastepnie ustalimy kat nachylenia wykresu funkcji do osi OX. 

Zauwazamy, ze punkt B(0,—4) to punkt wspolny wykresu funkcji liniowej y= ax +b 
i osi OY, zatem 

b=—4 

Wzor funkcji ma wiec posta¢é 

y=ax-—4 

Punkt A(/3, 23 )) nalezy do wykresu funkcji, wiec 
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B 
W2zor szukanej funkcji to y= a — 4, 

Prosta bedaca wykresem funkcji nachylona jest do osi OX pod katem a takim, ze 
B 

tz a@ = —, stad g 3 a 

a=30° 

Zastanowimy sie teraz, jak obliczy¢ wartos¢ wspotczynnika kierunkowego na pod- 

stawie wspolrzednych dwoch dowolnych punktow nalezacych do wykresu funkcji 
liniowej y = ax + b, bez wyznaczania wzoru tej funkcji. 

Niech dwa rozne punkty A(x, y;) i B(X2,y2) naleza do wykresu funkcji liniowej y=ax + b. 

ZauwazZ, Ze X; # X2 (jesli x; = X2, to punkty Ai B leza na prostej prostopadtej do osi OX, 

ktora nie jest wykresem zadnej funkcji). Na ponizszych rysunkach przedstawione 

sa wykresy dwoch funkcji liniowych, do ktorych naleza punkty A i B (pierwszy wy- 

kres jest nachylony do osi OX pod katem ostrym, drugi wykres jest nachylony do osi 

OX pod katem rozwartym). 

Rozpatrujemy trojkat prostokatny ACB, gdzie C(x2, y,). 

Kat nachylenia wykresu funkcji do osi OX jest rowny a, 

gdziea e€ (0°, 90°). 

Poniewaz AC || OX, wiec |< BAC| =a. 

Z definicji tangensa kata ostrego w trdjkacie prosto- 

katnym mamy: 

tga = |BC| Pe tl 

|AC|  x,-x, 

Rozpatrujemy trdjkat prostokatny ABC, gdzie C(x, y2). 

Kat nachylenia wykresu funkcji do osi OX jest rowny a, 

gdziea € (90°, 180°). Zatem 

|< CBA| = 180° -— a, gdzie {CBA jest katem ostrym. 

Z definicji tangensa kata ostrego w trdjkacie prosto- 

katnym mamy: 

: |AC| _ Yi- V2 vad CX V2 tg(180°—a) = = = pale 
ie al "3 |CB| X2—Xy Xge*y 

tg(180° —- a) =-tg a, zatem 

tga = Yoo V1 kad tga = 221, 

NR XX 

21 
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Tak wiec tg a@ = oes, tg a =a (na mocy twierdzenia 2.), a stad 
No XG \ 

ae Agee 

X—Xy 
JeSli y. =y, to znaczy, ze funkcja liniowa jest stata (wspdtczynnik kierunkowy a jest 

rowny zeru). Mamy rowniez: Ma Ws = = 0, wiec i w tym przypadku a= aad 
2X4 25 ex 

Zauwazmy tez, ze 

DA ROL Ayi- V2) eis Va 

X,-X, —-(X,-,) (o 

zatem nie jest istotne uporzadkowanie punktow A, B na prostej bedacej wykresem 

funkcji liniowej y = ax + b. 

Udowodnilismy nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 3. 
Jesli dwa rézne punkty A(x;, y;) i B(X2, y2) ee do wykresu funkcji liniowej 

Przyktad 4. 

Napiszemy wzor funkcji liniowej, wiedzac, ze do jej wykresu naleza punkty 

A(-—4; —3,3) oraz B(-—7; 5,7). 

Szukany wzor ma postaé 

y=axt+b 

Najpierw wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy a (korzystamy z twierdzenia 3.). 
= ee ee os 

-7-(-4) -3 

Zatem szukany wzor przyjmuje posta¢é 

y=-3x+b 

Wiemy, ze punkt A(—4; —3,3) nalezy do wykresu, wiec jego wspotrzedne spetniaja 
wzor funkcji. Otrzymujemy rownanie z niewiadomg b: 

—3,3 =-3 - (-4) +b 

Rozwigzujemy rownanie 

=3,3=12+b 

b=-15,3 

Szukany wzor funkcji jest nastepujacy: y =—3x— 15,3. 

Aby wyznaczy¢ wyraz wolny b, moglismy tez wykorzysta¢ wspdélrzedne punktu 
B(-7; 5,7). Wykonaj odpowiednie obliczenia i sprawdz, czy otrzymasz taki sam 
wynik. 
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Przyktad 5. » 

Punkty A(—58, 60) i B(35, —21) naleza do wykresu funkcji liniowej f{x) = ax + b. 
Korzystajac z tablic matematycznych, podamy kata nachylenia wykresu funkcji fdo 
osi OX. 

Obliczymy najpierw wartos¢ wspotczynnika kierunkowego a: 
pee 60 el hash 

Wiemy, ze tg @ = —0,871. Zatem kat nachylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX 

jest rozwarty. Szukamy w tablicach takiego kata ostrego @, dla kt6rego 

tg a, ~ 0,871 

Odczytujemy: 

a,~ 41° 

Zatem 

a=180°-a,, 

skad 

a ~ 139° 

Wykres funkcji fnachylony jest do osi OX pod katem ok. 139°. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Podaj kat nachylenia wykresu funkcji liniowej do osi OX, jesli: 

a) y=x+5 b) y=-vV3x C) yn Bxod 

2. Korzystajac z tablic matematycznych, podaj przyblizong miare kata nachylenia 

wykresu funkcji liniowej do osi OX, jesli: 
a) y=0,9x—2,7 b) y=0,7x+3 ¢) y=18x47 

d) y=-14,3x+2 e) y=-0,53x — 4,8 f) y=-4x+ 1,07 

3. Napisz wzor funkcji liniowej, kt6rej wykres jest nachylony do osi OX pod katem 

a i przechodzi przez punkt A, jesli: 

a) tga= SACO, 5) b) @=120°;A(0,-1) —-c) a= 60°; A(2-V3, 4) 

4. Napisz wzor funkcji liniowej, ktérej wykres jest nachylony do osi OX pod katem 

a i przechodzi przez punkt A, jesli: 

a) ctga = =; AC-4,-5) b) cos a=-3;A(9, 2) Cc) sina = 2; A(3,-1) 

5. Do wykresu funkcji liniowej fnalezqa punkty A(—43, 128) i B(45, 908). Wyznacz 

kat nachylenia wykresu funkcji f do osi OX. 
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Rownolegtos¢ i prostopadtos¢ wykresow 
funkcji liniowych o wspoétczynnikach 
kierunkowych roznych od zera 

Rownolegtos¢ wykresow 

Wiesz, ze wykresy funkcji liniowych sa rownolegte tylko wtedy, gdy sa nachylone 

do osi OX pod tym samym katem. Zatem prawdziwe jest twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
Wykresy funkcji liniowych y = ax + b oraz y = a,x + b; sa rownolegte wtedy i tylko 

wtedy, gdy a = aj. 

Przvyktad 1. 
Ee 

Dana jest funkcja liniowa y = ~3x + 1. Napiszemy wzor funkcji, kt6rej wykres jest 

rownolegty do wykresu danej funkcji i przechodzi przez punkt A(-—6, 7): 

Szukany wzor funkcji ma posta¢ y= ax + b. Najpierw wyznaczamy réwnanie dowol- 

nej prostej, rownolegtej do wykresu danej funkcji. To rownanie ma postac: 

y= -3Xx +b (wspdtczynniki kierunkowe sa rdwne). 

Nastepnie korzystamy z faktu, ze punkt A(-6, 7) nalezy do wykresu funkcji y =— = +b, 

zatem 

=-5 .(-6)+b, skad 7=3+b, wiec b=4, 

Szukany wzor funkcji to y =— ax + 4, 

Sprawdzmy nasze obliczenia i naszkicujmy wykresy funkcji y = -3x + 1 oraz 

y= ax + 4 we wspolnym uktadzie wspotrzednych. 



Rownolegtosé i prostopadtosé wykresow funkcji liniowych... 

Prostopadtosé wykresow funkcji 

Naszkicujmy we wspolnym uktadzie wspétrzednych wykresy dwéch funkcji linio- 
wych y= ax + b oraz y= a,x + b;, gdzie a # 0, a, # 0ia#a,. Wyprowadzimy warunek 
na prostopadtos¢ tych wykresow. 

Wykres funkcji 

y=axtb 

przecina os OX w punkcie A ijest nachylony do osi OX pod takim katem (ostrym) a, ze 

tga=a é 

Wykres funkcji 

Y=a,x tb, 

przecina os OX w punkcie Bi jest nachylony do osi OX pod takim katem (rozwartym) 

B, ze 

tgB=a, 

Proste nie sq rownolegte do osi OX, bo z zatozenia a # 0 i a, #0. Te proste sq wykre- 

sami funkcji, wiec nie sq prostopadte do osi OX. Punkt przeciecia sie wykres6w 

funkcji oznaczamy przez C. 

Nastepnie rozwazamy trojkat ABC, w kté6rym 

|< BAC|=a@i|<ABC|=180°-6 (zwtasnosci katéw przylegtych). 

Wobec tego <ACB bedzie katem prostym wtedy i tylko wtedy, gdy 

|< BAC|+|<ABC| = 90° 

Zatem wykresy funkcji liniowych y = ax + b oraz y = a,x + b; sq prostopadte wtedy 

i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek: 

a+ (180° —£) =90°, 

czyli 

B=90° +a 

Rownosé f = 90° + @ jest rownowazna rownosci 

te f= te(90° +a), 
bo tangens dla dowolnych roznych argumentow ze zbioru (90°, 180°) przyjmuje 

rozne wartosci. 

25 
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Ponadto prawdziwe sa réwnosci (poznates je w klasie pierwszej): 

1. tg(90°+a)=-ctga \ 

2. ctga= —,oile tga+0. 
tga 

Poniewaz tg a 4 0, jeslia € (0°, 90°), wiec 

t =t 90° a S—( 0 = BP = 13 a) =—ctga = oo 

Otrzymalismy zaleznos¢: 

tg B= pars czyli 
tga 

tg 8 -tga=-1,skad 

a,:a=-1 

Udowodnilismy twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 
Wykresy funkcji liniowych y= ax + b oraz y= a,x + b,, gdzie a# 0i a, #0 sa prosto- 

padte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspoétczynniki kierunkowe spetniaja warunek 

a-a,=-1. 

Przyktad 2. 
ae 

Wyznaczymy wzor funkcji liniowej, ktérej wykres jest prostopadty do wykresu 

funkcji liniowej y = ee + 5 i przechodzi przez punkt A(4, 1). 

Szukany wzor funkcji ma posta¢é y= ax + b. 

Najpierw wyznaczamy rownanie dowolnej prostej, prostopadtej do wykresu danej 

funkcji. To rownanie ma postac: 
3 

=-=x+b 
v4 Z 

[bo wspotczynniki kierunkowe spetniaja warunek : -a=—1,skad a= 31 

Nastepnie korzystamy z faktu, ze punkt A(4, 1) nalezy do wykresu funkcji y=— x ED; 

zatem 

1=-5 .4+b, skad 

1=-6- b, wiec 

b=7 

W2zor szukanej funkcji: y =— Sx ik 

Sprawdzmy nasze obliczenia i naszkicujmy wykresy funkcji y= ox +5 oraz y=— 3x anit! 

we wsp0olnym uktadzie wspotrzednych. “ 
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Rownolegtosé i prostopadtosé wykreséw funkeji liniowych... 

Przyktad 3. 
RE 

Wyznaczymy wartos¢ parametru m, dla kt6rego wykresy funkcji liniowych 

f(x) =4-(m+3)x i g(x) =8x+5 

sa: 

a) prostymi rownolegtymi b) prostymi prostopadtymi. 

Ad a) Wykresy funkcji liniowych sa r6wnolegte wtedy, gdy wspotczynniki kierun- 
kowe tych funkcji sq jednakowe. Wspétczynnik kierunkowy funkcji fjest rowny 
—(m + 3), a funkcji g jest rowny 8. Stad: 

—(m+3)=8, czyli -m-3=8 

=-11 

Wykresy funkcji fi g sq rownolegte wtedy, gdy m=-11. 

Ad b) Wykresy funkcji fi g sq prostopadte wtedy, gdy iloczyn wspotczynnikow kie- 
runkowych jest rdwny —1, czyli 

—(m+3)-8=-1, zatem m+3=— 

pera t 

8 

Wykresy funkcji fi g sa prostopadte wtedy, gdy m = 22, 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wyznacz wzor funkcji liniowej, kt6rej wykres jest rownolegty do wykresu 

funkcji liniowej y = 4x — 5 i przechodzi przez punkt A(-—8, 9). 

2. Wyznacz wzor funkcji liniowej, kt6rej wykres jest prostopadlty do wykresu 

funkcji liniowej y = x + 7 i przechodzi przez punkt A(4, —2). 

3. Wyznacz wartos¢ parametru m, dla ktorej wykresy funkcji liniowych 

f(®%) = (m—-1)x+ 5 i g(x) =2 - 3x sa: 

a) prostymi r6wnolegtymi b) prostymi prostopadtymi. 

Zh 
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Zastosowanie wiadomosci o funkcji liniowej 

w zadaniach z zycia codziennego 

Przyktad 7 hes 

W wyscigu kolarskim grupa sportowcoéw ma jeszcze 144 km do mety i jedzie ze 

grednia predkoscig 45 km/h. Oznaczmy odlegtos¢ (w km) tej grupy od mety litera d, 

zaS czas jazdy (wh) - litera ¢. 
a) Wyznaczymy wz6r opisujacy odlegtos¢ tej grupy od mety, w zaleznosci od czasu. 

b) Naszkicujemy wykres funkcji d. 
c) Obliczymy, ile czasu potrzeba kolarzom, by dotrze¢ do mety. 

Ad a) Odlegtosé grupy kolarzy od mety, w zaleznoSci od czasu t, opisuje wzor: 

d(t)=144-45.-t, gdziete (0 25) 

Ad b) veoh [km] 

3 4 t (h] 

Ad c) Kolarze dotra do mety w czasie t, dla ktorego d(t) = 0. Zatem: 

144-45 -t=0, skad t = 3,2 (h) 

Kolarze dotra do mety za 3 godziny i 12 minut. 

Przyktad 2. 

W pewnym kraju od podatku dochodowego sa zwolnione dochody nieprzekracza- 

jace 5 tys. dolaréw. Za dochody przekraczajace 5 tys. dolaréw, ale nie wieksze niz 

30 tys. dolaréw, podatnik ptaci podatek w wysokoSci 10% od dochodu pomniej- 

szonego 0 5 tys. dolaréw. Jezeli dochéd przekracza 30 tys. dolaréw, podatnik ptaci 
2500 dolaréw plus 25% nadwyzki powyzej 30 tys. dolarow. 

Opiszemy system podatkowy w tym kraju za pomoca funkc¢ji f, ktora pokazuje zalez- 

nosé podatku od dochodu, i naszkicujemy jej wykres. 

Oznaczamy: 

x - dochdéd uzyskany przez podatnika (w dolarach) 

y - podatek, jaki nalezy zaptaci¢ od uzyskanego dochodu (w dolarach). 
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Zastosowanie wiadomosci o funkcji liniowej w zadaniach z zycia codziennego 

Jezeli podatnik uzyska dochdéd xz przedziatu (0, 5000), to nie ptaci podatku, czyli po- 
datek ma wartos¢ rowna zeru. 

Jesli dochdd x podatnika spetnia warunek 
5000 < x < 30 000, 

podatnik ptaci podatek obliczany w nastepujacy sposdb: dochéd x pomniejszamy 
o 5000 dolaréw i otrzymujemy kwote 

x— 5000 

dolarow; nastepnie obliczamy 10% uzyskanej w ten sposéb kwoty, czyli 

0,1 - (x—5000) 

Zatem podatnik, kt6rego dochdd znajduje sie w przedziale (5000, 30 000), zaptaci 
podatek w wysokosci 

0,1x— 500 
Jezeli natomiast dochdd x podatnika przekroczy 30 tys. dolaréw, to postepujemy 

nastepujaco: od uzyskanego dochodu odejmujemy 30 000 dolaroéw i otrzymujemy 

nadwyzke powyzej 30 000 dolaréw, ro6wna 

x— 30000 
obliczamy 25% z otrzymanej nadwyzki, czyli 

0,25 - (x—30 000) 
i otrzymujemy kwote 

0,25x — 7500, 
do ktorej nalezy jeszcze dodac optate statg w wysokosci 2500 dolarow. Zatem po- 

datek w tym przypadku wynosi: 

0,25x— 7500 + 2500, czyli 

0,25x— 5000 

Oto wzor funkcji f, opisujacej system podatkowy w tym kraju: 

0, jesli O< x < 5000 

j7€ak= 0,1x —500, jesli 5000 < x < 30000 

0,25x —5000, jesli x > 30000 

Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji f- 

: Y [tys. USD] 

y =f) 

}—+—+—++4 > 
Cae ze" “S00 40° 250° 60 «70° FX [tys. USD] 

Oblicz, jaki podatek zaptaci obywatel tego kraju, ktory uzyskat dochod rowny 

28 000 dolarow, a jaki obywatel, kt6rego dochod wynidst 86 000 dolarow. 

29 



30 1. Funkcja liniowa 

W ekonomii rozpatruje sie zagadnienie popytu i podazy. Popyt to ilos¢ dobra, jaka 

nabywcy sq sktonni zakupi¢é przy réznych poziomach‘ceny (w okreSlonym czasie). 

Podaz to ilos¢ dobra, jaka producenci sa gotowi zaoferowa¢ przy réznych pozio- 

mach ceny. Przy pewnym poziomie ceny zapotrzebowanie zrownuje sie z iloscia 

oferowana. Taka cene nazywamy cena rownowagi. 

Przyktad 3. 
aS  #°} 

W pewnym europejskim kraju przeprowadzono badania dotyczace zainteresowa- 

nia producentow wytwarzaniem tabliczek czekolady, jak i zainteresowania konsu- 

mentodw nabywaniem tabliczek czekolady. Okazato sie, ze jesli cena tabliczki 

czekolady bytaby rowna 0,1 €, to popyt wynidstby wowczas 60 mln sztuk (na rok). 

Natomiast przy cenie za tabliczke 1,3 € popyt zmalatby do 15 mln sztuk (na rok). 

Stwierdzono rowniez, ze przy cenie 0,1 € za tabliczke producenci w ogédle nie byliby 

zainteresowani wytwarzaniem tabliczek czekolady, czyli podaz bytaby rowna zeru. 

Natomiast przy cenie 1,3 € za tabliczke podaz bytaby rowna 45 mln sztuk (na rok). 

Zatozmy dodatkowo, ze wraz ze wzrostem Ceny od 0,1 € do 1,3 € popyt i podaz 

zmieniajq sie liniowo (tzn. wykresy przedstawiajace popyt i podaz beda odcinkami 

prostej). 

a) Przedstawimy w uktadzie wspotrzednych wykresy obrazujace popyt i podaz 

(tzw. krzywe popytu i podazy). 

b) Wyznaczymy wzory krzywej popytu i krzywej podazy. 

c) Wyznaczymy cene rownowagi dla tabliczki czekolady i odpowiadajaca tej cenie 

liczbe wyprodukowanych sztuk. 

Ad a) Popyt i podaz sq funkcja ceny, wiec na osi poziomej przedstawiona jest war- 

tos¢ ceny (w euro), a na osi pionowej zaznaczona jest liczba tabliczek czekolady 
(w mln sztuk). 

a j=) 

liczba sztuk [mln] 

cena [€] 

Zwroc uwage, ze popyt jest funkcjq malejaca: wraz ze wzrostem ceny maleje liczba 
tabliczek czekolady, ktorg sq sktonni zakupi¢ konsumenci. Natomiast podaz jest funk- 
cjq rosnacq: wzrost ceny powoduje, ze produkcja staje sie atrakcyjna dla coraz wiek- 
szej liczby producentow, ktorzy chca wytwarza¢ coraz wiecej tabliczek czekolady. 
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Ad b) Z zatozenia wiemy, ze popyt zmienia sie liniowo, wiec wzor funkcji opisujacej 
popyt ma postac: 

y=ax+b, 
a do wykresu tej funkcji naleza punkty: (0,1; 60) oraz (1,3; 15). Prowadzi to nas do 
uktadu rownan: 

60 =0,la+b 

15 =1,3a+b 

AS =syiiis 

D=03\/5 

Otrzymalismy wzor funkcji opisujacej popyt: 

y =-37,5x + 63,75 wtedy, gdy x € (0,1; 1,3) 

Postepujac podobnie, otrzymamy wzor funkcji opisujacej podaz: 

y= 37,5x — 3,75 wtedy, gdy x € (0,1; 1,3) 

Ad c) Cena rownowagi to cena, dla ktorej popyt jest rowny podazy. Wyznaczymy ja 
wiec z rownania: 

—37,5x + 63,75 = 37,5x — 3,75 
Po rozwiazaniu tego rownania otrzymamy: x = 0,9 (€) 

Cena r6wnowagi tabliczki czekolady wynosi 0,9 €. Wowczas popyt i podaz rowno- 
waza sie i sq rowne 30 mln tabliczek czekolady (sprawdz!). 

Po rozwiazaniu tego uktadu otrzymujemy: | 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. a) Napisz wzor funkcji wyrazajacej zaleznos¢ temperatury, podanej w stop- 

niach Fahrenheita, od temperatury wyrazonej w stopniach Celsjusza, 

wiedzac, ze ta zaleznos¢ ma posta¢ F = aC + b oraz wiedzac, ze 100°C to 

217 VY, Zas 35 © t09%D is 
b) Oblicz temperature powietrza w stopniach Celsjusza, jesli temperatura tego 

dnia byta rowna 59°F. 

c) Temperatura zdrowego cztowieka wynosi 36,6°C. Wyraz te temperature 

w Skali Fahrenheita. 

2. Wtasciciel sklepu z farbami zaopatruje sie w odlegtej o 120 km fabryce farb i la- 
kieréw lub w potozonej 10 km od sklepu hurtowni. W hurtowni za puszke farby 

sklepikarz ptaci 26 zt, zas w fabryce taka sama puszka farby jest 0 20% tansza. 
Sklepikarz przywozi towar wtasnym samochodem,, ktory pali Srednio 8 litrow 

benzyny na 100 km. Litr benzyny kosztuje 5 zt. 

a) Napisz wzor funkcji, ktora opisuje catkowity koszt zakupu farb, wraz z kosz- 

tami transportu, w przypadku zakupow w hurtowni (y = h(x)), jak i w fa- 

bryce (y = f(x)), gdzie x oznacza liczbe puszek farby. 

b) Przy jakiej liczbie puszek farby korzystniej jest zaopatrywac sie w fabryce? 

(nie uwzgledniamy czasu pracy wiasciciela sklepu oraz kosztow amorty- 

zacji samochodu). 



1. Funkcja liniowa 

Rownanie liniowe i nierownosc liniowa z jedna 

niewiadoma 

Z rownaniami i nier6wnoSsciami liniowymi zetknates sie wielokrotnie w trakcie 

uczenia sie matematyki. W tym temacie zajmiemy sie takimi rownaniami i nie- 

rownosciami, w zapisie ktorych wystepuje parametr. 

Definicja 1. 
Rownaniem liniowym z jedna niewiadoma x nazywamy rownanie majace posta¢c 

ax + b=0, gdzie a, b sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi. 

Rozwiaza¢ rownanie liniowe ax + b = 0 to odpowiedzieé na pytanie: ,,Dla jakich ar- 

gumentow x funkcja liniowa y = ax + b przyjmuje wartos¢ zero?”. Wiesz juz, ze liczba 

miejsc zerowych funkcji liniowej y = ax + b zalezy od wspotczynnikow a, b (zobacz 

twierdzenie 1. str. 15). 

Mozemy zatem wyciagna¢ nastepujace wnioski dotyczace rownania liniowego. 

Réwnanie liniowe ax + b=0 

1) ma tylko jedno rozwigzanie = wtedy, gdy 

a#0 

W takim wypadku rownanie ax + b=0 nazywamy réwnaniem stopnia pierwszego 

z jedna niewiadoma; 

2) jest rownaniem tozsamosciowym (czyli kazda liczba rzeczywista jest rozwigza- 

niem tego rownania) wtedy, gdy 

a=010=0 

3) jest rownaniem sprzecznym (czyli nie ma rozwiqzan) wtedy, gdy 

a=01b#0. 

Zauwaz, ze nie ma innych mozliwosci. 

Przyktad 1. 

Zbadamy istnienie i liczbe rozwiazan rownania 

(*) mx—m=x+1 

w zaleznosci od parametru m, gdzie m € R. 

Niewiadoma w naszym réwnaniu oznaczona jest litera x; dziedzing rownania jest 

zbidr liczb rzeczywistych. Aby utatwic¢ sobie zadanie, przeksztatcimy rownowaznie 

rownanie (*) do postaci ax + b= 0. 

mx—-m=x+1 S m’x—m—xX-12=0'S (m2-1)x—(m+1)=0 
Otrzymalismy zatem 

(m’?-1)x — (m+1) =0 
a b 
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Rownanie liniowe i nieréwnosé liniowa z jednqa niewiadoma 

Wyznaczamy teraz te wartosci parametru m, dla ktorych wspétczynnik przy x (czyli 
wspoiczynnik a) jest rowny zeru. 

m’>—1=0 © (m-1)(m+1)=0 © (m—-1=0 v m+1=0) © (m=1 v m=-1) 
Tak wiec, jeslim € R— {-1, 1}, to wspétczynnik przy x jest rézny od zera. 

Teraz przechodzimy do dyskusji: 

e Jeslim € R—{-1, 1}, to rozwazane rdwnanie ma jedno rozwiazanie 

(sprawdz to!). bos 

e Jesli m=-—1, to rozwazane réwnanie przyjmuje postaé 

0-x+0=0 (0 =0) 
Jest to r6wnanie tozsamosciowe. 

e Jeslim=1, to rozwazane rownanie przyjmuje posta¢é 

0-x—2=0 (—2 =0) 
Jest to rownanie sprzeczne. 

Rozpatrzylismy wszystkie wartosci parametru m. Podsumujmy: 

Jeslim ¢ R—{-1, 1}, to rownanie m?x—m=x+1 ma tylko jedno rozwiazanie: A 7 
m 

jesli m =-—1, to kazda liczba rzeczywista jest rozwigzaniem danego rdwnania; jeSli 

m = 1, to rownanie nie ma rozwigqzan. 

Przyktad 2. 

Zbadamy istnienie i liczbe rozwigzan rdwnania kx + p = 2x + 5 w zaleznosci od 

parametrow k oraz p, gdziek Ee R,peR. 

Dane rownanie zapiszemy w postaci ax + b= 0. Mamy: 

kx+p=2x+5 <= kx+p-—2x-5=0 © (k-—2)x+p-—5=0 

Otrzymalismy zatem: 

(*) (k—2)x+p—5 =0 

ae ne 
Wspotczynnik przy x przyjmuje wartoS¢ zero tylko wtedy, gdy 

k-—2=0,czylik=2. 

Zatem jesli k < R— {2}, to wspotczynnik przy x jest rézny od zera (a # 0). 

Dyskusja istnienia i liczby rozwiazan: 
, biainy = 

e Jeslik € R— {2}, to rownanie liniowe ma tylko jedno rozwiqzanie rowne ae 

e Jesli k= 2, to r6wnanie (*) przyjmuje posta¢ p— 5 = 0. Wowczas jesli: 

a) p=5, to rownanie (*) jest tozsamosciowe (a =0 A b=0); 

b) p #5, to rownanie (*) jest sprzeczne (a=0 A b#0). 

Podsumujmy: 

Jesli k e R—{2} 4 p © R, to rownanie kx + p = 2x + 5 ma tylko jedno rozwiqzanie 

rowne pail 
par 
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jeslik=2 A p=5, to kazda liczba rzeczywista jest rozwiqzaniem danego réwnania; 

jeslik=2 A p € R— {5}, to dane rownanie nie ma rozwigqzan. 

Definicja 2. 
Nieréwnoscig liniowa z jedna niewiadoma x nazywamy nierdwnosé majaca | 

posta¢: ax+ b > 0 lub ax+b > 0 lub ax+b > 0 lub ax+b < 0, gdzie a, b sq ustalony- 

mi liczbami rzeczywistymi. 

Jesli a# 0, to kazdqa z nieré6wnosci liniowych wymienionych w definicji 2. nazywamy 

nierdwnoScia pierwszego stopnia z jedng niewiadoma. 

Rozwigza¢ nierOwnoSs¢ ostrg ax + b > 0 (ax+b < 0) to odpowiedzie¢ na pytanie: ,,Dla 

jakich argumentow x funkcja liniowa y = ax + b przyjmuje wartosci dodatnie 

(ujemne)?” 

Rozwigza¢ nierownoSs¢ nieostrg ax + b > 0 (ax + b < 0) to odpowiedzie¢ na pytanie: 

»Dla jakich argumentow x funkcja liniowa y = ax + b przyjmuje wartosci nieujemne 

(niedodatnie)?” 

Przyktad | 5 f 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych zbidr rozwiazan nie- 

rownosci liniowej 2x + 5m > 3: 

a) jest przedziatem (4, +00) b) zawiera sie w przedziale (4, +00). 

Nier6wnosé 2x + 5m > 3 przeksztatcamy rownowaznie do postaci 2x + 5m—3 > 0. 

Rozwazmy funkcje liniowg f(x) = 2x + 5m — 3. Zauwaz, ze funkcja fjest rosnaca. 

Ad a) Mamy wyznaczy¢ te wartosci parametru m, dla ktorych speiniony jest warunek: 

f(xy) 20 © xe (4, +0) 

Szkic wykresu funkcji f 

Do spetnienia powyzszego warunku wystarczy, by miejscem zerowym funkcji 
liniowej f byta liczba 4. Prowadzi nas to do réwnania 

f(4) = 0, czyli 

2:4+5m-—3=0,skad 

m=-1 
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Zbiorem rozwiazan nierodwnosci 2x+ 5m > 3 jest przedziat (4, +00) wtedy, gdy m=-1. 

Ad b) Aby zbiér rozwiazan nieréwnosci 2x + 5m — 3 > 0 zawierat sie w przedziale 
(4, +00), wystarczy, zeby miejsce zerowe funkcji f byto wieksze od 4. 

Szkic wykresu funkcji f 

Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f(w zaleznosci od parametru m). 

2x +5m—3=0,skad 

2x=3-—5m 

Nastepnie rozwiqgzujemy nierdwnoSc. 

Th iy 
2 

3-5m>8 

Prem (515) 
m<-—1 

Zbior rozwiazan nierdwnosci liniowej 2x + 5m > 3 zawiera sie w przedziale (4, +00) 

wtedy, gdy m € (-~, -1). 

Przyvktad 4. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych zbiorem rozwigqzan nie- 

réwnosci liniowej (9 — k2)x + 1+k < 0 jest: 
a) zbior liczb rzeczywistych b) zbior pusty. 

Rozwazmy funkcje liniowa g(x) = (9—k*)x+1+k. 

Ad a) Funkcja g przyjmuje wartosci ujemne w catym zbiorze liczb rzeczywistych 

tylko wtedy, gdy funkcja g jest funkcja stata, a jej jedynqa wartoscia jest liczba 

ujemna. Zatem spetnione sq jednoczesnie dwa warunki: 

1) wspotczynnik przy x (czyli 9 — k*) jest rowny zeru oraz 

2) wyraz wolny (czyli 1 + k) jest mniejszy od zera. 
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Mamy wiec koniunkcje dwoch warunkéw: 

ELEN Ak k=3vV k=—3 \ 
& k=-3 

ichk<a0 k-<=1 

Zbiorem rozwigzan nier6wnosci (9 — k*)x + 1+k < 0 jest zbidr liczb rzeczywistych 

wtedy, gdy k=-3. 

Ad b) Funkcja g nie przyjmuje wartosci ujemnych dla zadnego argumentu tylko 

wtedy, gdy spetniony jest uktad warunkow (wyjasnij to doktadnie): 
By er 9=k DENS aes 

1+k>0 

Zbiorem rozwiazan nieréwnoSsci (9—k*)x+1+k< Ojest zbidér pusty wtedy, gdy k=3. 

Przyktad 5. 

Wyznaczymy te wartosci parametru p, dla kt6rych zbiorem rozwigzan nierownosci 

liniowej px + 3p? — 6p < 0 jest przedziat: 

a) (-%, 5) b) (9, +00). 

Rozwazmy funkcje liniowg f(x) = px + 3p? — 6p. 

Ad a) Funkcja f przyjmuje wartosci niedodatnie w przedziale (—co, 5) tylko wtedy, 

gdy wspotczynnik przy x jest dodatni i jednoczesnie miejscem zerowym funkcji f 
jest liczba 5 (zobacz rysunek ponizej). 

Szkic wykresu funkcji f 

¥ 

y=f) 

10 5 is 

Mamy wiec koniunkcje warunkow: 
p>0O 

f(5)=0 
peo 

5p +3p’-6p =0 

p>0O 

3p’- p=0 
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Roéwnanie liniowe i nieréwnosé liniowa z jedna niewiadomaq a7, 

ai 
3 

Aaa rozwiazan nieréwnosci px + 3p? — 6p < 0 jest przedziat (<0, 5) wtedy, gdy 

p= 3° 

Ad b) Funkcja fbedzie przyjmowaé wartosci niedodatnie w przedziale (9, +0) tylko 

wtedy, gdy wspotczynnik przy x bedzie ujemny oraz miejscem zerowym funkcji f 
bedzie liczba 9 (zobacz rysunek ponize)). 

Szkic wykresu funkcji f 

Mamy wiec uktad warunkow: 
p<0 

Tilo 0, skad 

p=-1 (sprawdz!) 

Zbiorem rozwiazan nierOwnosci px + 3p*— 6p < 0 jest przedziat (9, +00) wtedy, gdy 

p=-1. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Zbadaj istnienie i liczbe rozwiazan rownania z parametrem m, gdzie m € R: 

a) (m+1)x=m?-1 b) (5—m)x=m+5 

2. Wyznacz wartosci parametru m, gdzie m € R, dla ktorych: 

a) rozwigzaniem réwnania m*x + 2 = 4x + m jest kazda liczba rzeczywista 

b) zbiér rozwiazan rownania (m* — 9)x + m—3 = 0 jest pusty. 

3. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, gdzie m € R, dla ktorych zbior roz- 

wigzan nierdwnosci 3x < 12—3m: 

a) jest przedziatem (—09, 1) 

b) zawiera sie w przedziale (—%, —2). 
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Rownania i nierownosci z wartoscia bezwzgledna 

Pojecie wartosci bezwzglednej poznates w klasie pierwszej. Przypomnijmy: 

w, jesli w>0 
|w|= ie 

—w, jesli w<0 

Poznate§ tez interpretacje wartosci bezwzglednej jako odlegtosci miedzy punktami 

na osi liczbowej. Rozwiazywates rowniez proste rownania i nierOwnosci z war- 

toscia bezwzgledna, m. in. z wykorzystaniem nastepujacego twierdzenia. 

Twierdzenie 1. 
Jesli w jest dowolnym wyrazeniem, a - dowolng liczba rzeczywistq dodatnia, to: 

a) |wWj=a © (w=a v w=-a) 

b) |w)<a © (w>-a anaw<a) S -a<w<a Ss we (-a,a) 

c) |wl<a @ (W2>-anwKa) S -acwKa S we ¢-a,a) 

d) |jwl >a = (w<-avw>a) © we (-~,-a) U (a, +x) 

e) |w| 2 as (W<-a v w2a) © we (-~,-a) UG, +0) 

Przvktad 1. 

Rozwigzemy rownania: 

a) |3x+2|]=8 b) [4x -1|-2|=9 

W rozwiazaniu tych rownan wykorzystamy twierdzenie 1a. 

Ad a) Mamy: 

|Isx+2|=8 — (8x22=8 y 3x+2=-8)< (3x=6 Vv 3x=—-10) = 

(ys & | x =2v x = -— 
3 

Réwnanie ma dwa rozwigzania: 2 oraz “33. 

Ad b) W przypadku tego r6wnania z twierdzenia 1a skorzystamy dwukrotnie (wskaz 
te miejsca!). 

\l4x =1|—2| =9 & (|4x41|/-—2=9 v [4x-1|-2=-9) & 

& (/4x-1]=11 v |4x-1|=-7) © 
(rownanie sprzeczne) 

= (4x-1=11 v 4x=-1=-11) S @=3 v x=—-2,5) 
Réwnanie ma dwa rozwiazania: 3 oraz —2,5. 

Przyktad ei 

Rozwigzemy nierOwnosci: 

ae |3 =2xleee5 b) ||3x +6|-7|>4 
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Ad a) W rozwiazaniu skorzystamy z twierdzenia 1b: 

[3—2x| <5 <— (3—2x>-5 A 3—2x <5) & (-2x>-8 A -2x<2) So 

& (x<4ax>-1) © xe (-1,4) 
Zbiorem rozwigzan nierdwnosci jest przedziat (—1, 4). 

Ad b) W przypadku tej nierownosci dwukrotnie skorzystamy z twierdzenia 1e i raz 
z twierdzenia 1c (wskaz te miejsca!). 

|I3x +6|—7| > 4 <> ([3x+6|-7 <-4 v |3x+6|-7>4) © 

(3x4 6) 253 9 |Sx+ 6/2 11) > 

& [(3x+6 2-3 A 3x+6< 3) v (3x+6<-11 v 3x4+6511)] © 

eR ee aN <3 AVX Sa 3X | 

© [> -3nx< yx <—Zvx>$] 

<> : S (a3, = 1) Vex <(-= Dv x (5+) S&S 
3 3 

ay <=. -Z)ucs (8,4) 
3 3 

Zbiorem rozwiazan nierOwnosci jest suma przedziatow 

[-- 2) U(-3, -1) U € +00 } 
3 3 

Omowimy teraz ogdélniejszqa metode rozwiqzywania rownan i nierOwnoSci z war- 

toscia bezwzgledna, odwotujaca sie bezposrednio do definicji wartosci bezwzgled- 

nej. Pokazemy tez zastosowanie wykreséw funkcji do rozwiagzywania rownan 

i nierOwnoSci z wartoSscig bezwzgledna. 

Przyktad 3. 

Rozwiazemy nierOwnosé 2|x—1| <-x+7. 

Dziedzing nierOwnoSci jest zbior liczb rzeczywistych. W nierdwnosci wystepuje 

jedno wyrazenie ze znakiem wartoSci bezwzglednej. Po powotaniu sie na definicje 

wartosci bezwzglednej otrzymujemy 

x—-1, jeslix 21 
boo ll Les 

—x +1, jeslix <1 

Zauwazmy, ze liczba 1 (czyli liczba, dla ktorej wyrazenie x — 1 przyjmuje wartoS¢ 0) 

rozdziela dziedzine nieré6wnoSci na dwa przedziaty: (—-, 1) i (1, +0). W przedziale 

(—c0, 1) nier6wnoSsé 2|x— 1] <-x+ 7 przyjmuje postaé 2(—x + 1) <-x+ 7, a w prze- 

dziale (1, +00) - postaé 2(x—1) <-x+7. Otrzymujemy wiec alternatywe warunkow: 

op €(-0, 1) ab e (1, +00) 
V 

fA a oe A Fe ae 2(x=—1) Sx 47. 
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40 1. Funkcja liniowa 

Wystarczy teraz rozwigza¢ kazda nieréwnosé, uwzgledniajac przedziat, w ktorym 

jest okreslona, a nastepnie zsumowaé otrzymane zbiary rozwiazan. Mamy: 

{" €(-0,1) . ( € (1, +00) 

Aas GI CS 2X SLI Kae 

E e(-2) 1) , E ext tem) 

—-x <5 Bees fy) 

} e(-0, 1) 7 f E (1, +00) 
x>-5 Xices 

1S ate ee ae (2 2 ee 
ee a a 

@ <7 -6 5-4-3 210 b 23 405 6 7X 4 23 Se Ge ee 

(-5, 1) (ino 

Ostatecznie otrzymujemy: 

[xe 5,1) vx e(1,3)] & xe ¢5, 3) 

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2|x— 1] <—x+ 7 jest przedziat (—5, 3). 

NierOwnoSé 2|x— 1] <-x+7 mozna tez rozwigza¢, wykorzystujac wykresy funkcji: 

f(x) = 2|x-1] ig(x) =-x+7, gdzie x e R. W tym celu wystarczy ustali¢, dla jakich ar- 

gumentow wartosci funkcji fsq nie wieksze od wartoSci funkcji g. 

Zapisujemy wzor funkcji fbez znaku wartosci bezwzglednej: 

feo = fe ie thal semicon Je ie tema 
2(-X EL) jeshin xe 2x 2, Jest staccen 

Nastepnie szkicujemy wykresy obu funkcji we wspolnym uktadzie wspotrzednych. 
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Wykresy funkcji przecinajq sie w dwoéch punktach A(-—5, 12) i B(3, 4) (sprawdz!). 

Funkcja f przyjmuje nie wieksze wartoSsci niz funkcjag dla argumentoéw z przedziatu 

(5, 3). 

UWAGA: Wykres funkcji fmozna tez otrzyma¢é po odpowiednim przeksztatceniu 

wykresu funkcji y = |x|, gdzie x e R (wskaz te przeksztatcenia). 

Przyktad 4. 

Rozwiazemy rownanie 3|2x + 1| = 2|5 — 3x| — 13. 

Dziedzina r6wnania jest zbior liczb rzeczywistych. Liczby 

Ely? 
23 

dla ktorych wyrazenia 

2x+1 oraz 5 — 3x 

(wyrazenia ,pod znakiem wartosci bezwzglednej”) przyjmuja wartos¢ 0, dziela 

zbior R na trzy roztaczne przedziaty: 

ata Gs} 
W kazdym z tych przedziatow wyrazenia 2x + 1 oraz 5 — 3x przyjmuja wartosci 

o statym znaku (czyli wartosci niedodatnie albo nieujemne). Aby okresli¢, jaki to 

znak, mozemy postuzyC sie na przyktad uproszczonym szkicem wykresow funkcji 

f(x) = 2x+1ig(x) =5 — 3x, gdziex € R. 

Mamy zatem trzy przypadki: 

1° Jeslixe [--, 5} to 2x+1<0i5-—3x> 0, zatem 

j2x+1)=-(2x+1) i [5—3x|=5-3x. 

a jess «(5,30 2x+1>0i5-3x>0,zatem 

|2x+1J=2x+1 i [5—3x|=5-3x. 
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ajesixe (5,40 | 2x+1>0i5-—3x <0, zatem \ 

|2x+1)=2x+1 i |[5—3x|=-(5—3x). 

Tak wiec zeby rozwiaza¢ rownanie 3|2x + 1| = 2|5 — 3x| — 13, wystarczy rozpatrze¢ 

alternatywe nastepujacych warunkow: 

it 
X €| —oo, —— 

1° [ | Vv 

Pay 1) = 2(5 3k as 

135 
x e(-=,= 

2 Pianos Vv 

3(2x +1) =2(5 -3x)-13 

5 
x €(—, +0 

3(2x +1) = —2(5 —3x)-13 

Stad otrzymujemy: 

il iS 5 
X €] —o, —— x e(-=, = xX e( =, +00 

Zu Vv as Vv 3 

=6x —3=10—6x —13 6x +3 =—-10+6x -13 

G) X €(—, +00 
Vv 3 

0=0 ee Spas 
2 

ete : 
-4-3-2-150 12 3 4X 2-150 1:2 3 4X =O) 12s 23 babe 

eee ail a 
2 2| 

Ostatecznie 

1 1 1 
X El —co,, == | Xe. <& X é&| —00, —— re(.-3) v xe{-4}] © (4) 

Zbiorem rozwigzan rownania 3|2x + 1| = 2|5 — 3x| — 13 jest przedziat [= 5). 
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Przyktad 5. 

Rozwigzemy nieréwnosé |x — 3| — 2x < —2|x+ 1] +11. 

Dziedzing nier6wnosci jest zbidr liczb rzeczywistych. Liczby —1 i 3 dziela zbior Rna 

trzy roztaczne przedziaty: (—co, —1), (1, 3) oraz (3, +00). Wystarczy wiec rozwazyé 

alternatywe trzech przypadkow (przeanalizuj doktadnie kazdy z nich!): 

2 e(-2,.-1) re {" ein 

—(x —3)-—2x < 2(x+1)+11 —(x —3)—2x < —2(x +1)+11 

x € G3, +00) 

ss es 23) ox ote 1) a1 
Zatem 

x €(-0o, -1) \ x €(-1, 3) ¥ x € (3, +00) 

—3x +3 < 2x +13 —3x +3 < -2x +9 —x —3< -2x+9 

x €(-0, -1) # x e(-1, 3) . x € (3, +00) 

—5x <10 —-x <6 pecea WA 

x E(-oo, -1) : x e(-1, 3) ip x € (3, +00) 

xo 2 x >-6 Kiel 2 

——_—_——o o_o oo 

= Oe OO 
+ © re. -& | 1 1 et 

e4mg A27 ae Waele x 6b 54h 342-0 T UTS APY 012345678 91011121314 X 

Zz ee) -1, 3) (33 12) 

Zatem 

[x e (-2,-1) vxe €1,3) vx e€ (3,12)] = x € (-2, 12) 

Zbiorem rozwigqzan nierOwnosci |x—3]|—2x <—2|x+1]|+11 jest przedziat (—2, 12). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwigz rownanie |3x — 2| = 4 —x w przedziale [—=, 2) 

2. Rozwigz nierownosc: 

a) |2+x| < 3x b) |2x-1] >x+7 

3. Rozwiaz rownanie: 
a) |jx+5|-—2|x-3]=x b) |4+x|/+x=6-|a| 

4. Rozwigz nier6wnosc: 

a) |x—4|+]6-—2x| <x-2 b) |2x-—2|]-—|7-x| >x+1 
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Rownania pierwszego stopnia z dwiema 

niewiadomymi 

Definicja 1. 
R6éwnaniem pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x oraz y nazywamy 

rownanie, kt6re mozna zapisa¢ w postaci ax + by=c, przy czym ai b nie sq jedno- 

czesnie zerami. Liczby rzeczywiste a, b, c nazywamy wspétczynnikami réw- 

nania. 

Przyktadem réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi jest rownanie 

3x + 2y = 4. Mamy wowczas: a = 3, b = 2, c = 4. JeSli do tego rownania wstawimy 

w miejsce x liczbe (—2), a w miejsce y - liczbe 5, to otrzymamy zdanie prawdziwe: 

3-(-2)+2-5=4. Jesli natomiast w miejsce x wstawimy liczbe 5, a w miejsce y - licz- 

be (—2), to otrzymamy zdanie fatszywe: 3-5 + 2 - (—2) =4. Powiemy, ze para liczb 

(—2, 5) spetnia rownanie 3x + 2y = 4, a para (5, —2) nie spetnia danego réwnania. 

Pare liczb, kt6ra spetnia rownanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, 

nazywamy rozwiazaniem tego réwnania. 

Czy istnieje tylko jedno rozwiazanie rownania 3x + 2y = 4? Oczywiscie, ze nie — jest 

ich duzo wiecej. Wyznaczmy z r6wnania niewiadomg y: 

2y=4-3x /:2, skad otrzymujemy 

ay 
2 

Ta posta¢ pozwala wyznaczy¢ inne rozwigzania danego rdwnania. W miejsce x moze- 

-my wstawi¢ dowolna liczbe rzeczywista. Wowczas dla konkretnej wartosci x nie- 

wiadoma y jest wyznaczona w sposob jednoznaczny, np. jesli x = 0, to otrzymujemy 

y= 2, natomiast jesli x = 4, to mamy y =—4. Pary (0, 2) i (4, —4) sa kolejnymi rozwiaza- 

niami rozpatrywanego réwnania. Latwo zauwazy¢, ze rownanie to ma nieskonczenie 

wiele rozwigzan. Dlatego do ich interpretacji wygodnie jest postuzy¢é sie wykresem 
rownania. 

Definicja 2. 
Wykresem rownania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x, y nazy- 

wamy zbiér wszystkich punktow (x,y), ktorych wspolrzedne spetniaja to rownanie. 

Twierdzenie 1. 
Wykresem rownania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x, y jest prosta. 

Wszystkie rozwiqzania rownania 3x + 2y=4 

mozemy opisa¢ jako pary liczb majace 

posta¢| x, -3x +2) gdziex Ee R. 



Rownania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

Moze sie zdarzy¢, ze w rownaniu ax + by = c jedna z liczb a lub b jest réwna 0. 
Omowimy te sytuacje w ponizszym przyktadzie. 

Prayktad 1. 
Naszkicujemy wykresy rownan: a) 2x + Oy = 4 

2x + Oy =4 

Zauwaz, ze Oy = 0 dla kazdej liczby y. 

Réwnanie przyjmuje postaé 2x = 4, stad 
x = 2. Rozwiazaniami sq wszystkie pary 

b) Ox-y=3 

Ox-y=3 

W tym przypadku wykorzystamy to, ze 

Ox = 0 dla kazdej liczby x. Rownanie 

przyjmuje postac: —y = 3, stad y = -3. 

liczb majace postac¢ (2, y), gdzie y € R. Rozwigzaniami sq wszystkie pary liczb 

majace posta¢ (x, —3), gdzie x € R. 

Wykresem rownania jest prosta x = 2. Wykresem rownania jest prosta y =—3. 

Podsumujmy: 

e Jeslia#0ib+0, to rownanie ax + by=c opisuje prosta przecinajaca os OX w punk- 

cie( © 0| ios OYw punkeie( 0, e) 
a b 

e Jeslia#0ib=0, to rownanie ax + Oy =c opisuje prosta rownolegta do osi OY. 

e Jeslia=0ib+#0, to rownanie 0x + by =c opisuje prosta rownolegta do osi OX. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Podaj wszystkie pary liczb (x, y), spetniajace ponizsze rownania: 
a) xt+4y=1 b) —3x+ 2y=0 c)x+Oy=-12 d) Ox+y=7 

2. Naszkicuj wykresy nastepujacych rownan liniowych z niewiadomymi x i y: 

a) x+ O0y=-3 b) x—2y=0 c)-2x+y=1 d) Ox+y=5 

3. Wyznacz wszystkie wartosci rzeczywiste m, dla kt6rych wykres réwnania: 

a) (m-2)x + 4y = 8 jest prosta r6wnolegta do osi OX; 

b) 6x+(m+ 1)y=3 jest prosta r6wnolegta do osi OY. 
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46 1. Funkcja liniowa 

Uktady rownan pierwszego stopnia 
z dwiema niewiadomymi 

Definicja 1. | 
Uktadem dwoch réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y 

nazywamy koniunkcje takich rownan i oznaczamy: 

gdzie a, +b) >0 i ai +b >0. 
a,x +b,y =c, 

a,x +b, y =Cc, 

Definicja 2. 
1) Rozwiazaniem uktadu dwoéch réwnan pierwszego stopnia z dwiema 

niewiadomymi nazywamy kazda pare liczb (x, y), ktora spetnia jednoczesnie 

oba r6wnania uktadu. 

2) Rozwiaza¢ uktad ro6wnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

to wyznaczy¢ wszystkie jego rozwiazania, albo stwierdzi¢, ze zbidr rozwiqzan 

jest pusty. 

Wiadomo, ze wykresem réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

jest prosta. W zaleznosci od potozenia dwoch prostych w uktadzie wspotrzednych 

rownania opisujace te proste tworzq jeden z trzech uktad6w rownan. 

e Uktad oznaczony 

Proste majq tylko jeden punkt wspolny. 

Wspolrzedne tego punktu tworza pare 

liczb, kt6ra spetnia zar6wno réwnanie 

a,x + byy =), jak i rownanie apx + boy = cp. 

Ta para liczb jest jedynym rozwiazaniem 

uktadu. 

Uktad oznaczony ma jedno rozwiazanie. 

Proste sie pokrywajq. Kazdy punkt jed- 

nej prostej jest jednoczesnie punktem 

nalezacym do drugiej prostej. Kazda para 

liczb rzeczywistych, speliajaca jedno 

rdwnanie, spetnia ro6wniez drugie réw- 

nanie; tych par jest nieskonczenie wiele. 

Uktad nieoznaczony ma _ nieskonczenie 
wiele rozwigzan. 



Uktady rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

e Uktad sprzeczny 

Proste sa rownolegte i nie maja punkt6w 

wspOlnych. Nie istnieje para liczb, ktéra 

spetniataby jednoczesnie oba rownania. 

Uktad sprzeczny nie ma rozwigzan. 

Definicja 4. 
Dwa uktady rownan nazywamy rownowaznymi wtedy, gdy maja ten sam zbiér 
rozwiazan. 

W gimnazjum poznates dwie algebraiczne metody rozwiazywania uktadéw réw- 

nan: metode podstawiania i metode przeciwnych wspotczynnikéw. Przypomnimy 
je, rozwiazujac trzy uktady rownan. 

3x + y=6 x—y =4 xX +4) =3 

5x+2y=8 aX = oy = 12 Xa A Vie 

Stosujac metode podstawiania, wykorzystujemy nastepujace twierdzenie: 

Twierdzenie 2. 
Jezeli z jednego r6wnania uktadu wyznaczymy jedng niewiadomg i podstawimy 

otrzymane wyrazenie do drugiego rdwnania zamiast tej niewiadomej, to uktad 

rdwnan ztozony z pierwszego rdwnania i tak przeksztatconego drugiego rdw- 

nania jest rownowazny danemu. 

3x+ y=6 

5x+2y=8 

Wyznaczamy y z pierwszego 

rdwnania i podstawiamy do 

drugiego rownania. 
y =6—3x 

5x + 2(6 — 3x) =8 

Z drugiego r6wnanie 

naczamy x. 
y =6—3x 

=4 

W miejsce x podstawiamy do 

pierwszego rownania liczbe 4 

i obliczamy y. 

Y= <6 
= at 

Rozwiazaniem uktadu jest 

jedna para (4, —6). Uktad jest 

oznaczony. 

x—y=4 

3x-—3y=12 

Wyznaczamy x z pierwszego 

rownania i podstawiamy do 

drugiego r6wnania. 
x=4+y 

3(44+ y)-3y =12 

Porzadkujemy drugie 

rownanie i otrzymujemy: 
x=4+ y 

2 =e 

Druga rownoS¢ jest 

prawdziwa dla kazdej liczby 

rzeczywistej y. Uktad ma 

nieskonczenie wiele 
rozwiazan postaci (4 + y, y), 

gdzie y € R. Uktad jest 

nieoznaczony. 

Sip ayy So 

Xe Vaal 

Wyznaczamy x z drugiego 

rownania i podstawiamy do 

pierwszego rownania, 

nastepnie zamieniamy 

rownania miejscami. 
x=1+4y 

-(1+4y)+4y=3 

Porzadkujemy drugie 

rownanie i otrzymujemy: 

x=1+4y 

Sil = 8) 

Druga rownoSs¢ jest fatszywa 

dla kazdej liczby rzeczywistej 

y. Zbidér rozwigzan uktadu jest 

pusty. Uktad jest sprzeczny. 
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48 1. Funkcja liniowa 

Teraz te same uktady rownan rozwiazemy metoda przeciwnych wspotczynnikow. 

Pomocne nam bedzie ponizsze twierdzenie. \ 

Twierdzenie 2. 
Jezeli obie strony jednego z rownan uktadu pomnozymy przez dowolnga liczbe 

roznqa od zera, a nastepnie otrzymane rownanie i drugie rownanie uktadu dodamy 

stronami, i tak otrzymanym réwnaniem zastapimy dowolne z réwnan uktadu, 

to otrzymamy uktad rownan rownowazny danemu. 

3x+y=6 /-(-2) x—y=4-—-7- (-3) —-x+ 4y=3 

5x+2y=8 3x-3y =12 4|x-4y =1 

Pierwsze rownanie mnozymy | Pierwsze r6wnanie mnozymy | Mamy przeciwne wspolczyn- 

stronami przez —2 i otrzymu- | stronami przez —3. niki przy takich samych 

jemy wtedy przeciwne —3x+3y =-12 niewiadomych; dodajemy 

wspotczynniki przy niewiado- 3x-3y =12 rownania stronami i przepisu- 

mej y w obu rownaniach. sad aL F _ |jemy jedno rownanie. 
6x 2 Sele Dodajemy réwnania stronami ja 4 

£3 i dopisujemy jedno z rownan i 

ek 258 uktadu. =o Ay 8 
Dodajemy réwnania stronami 0=0 Pierwsza réwnoS¢ jest 
i dopisujemy jedno z rownan x-y=4 fatszywa. Uktad jest sprzeczny 

uktadu. i nie ma rozwigzan. ‘ = 0 
—x =-4 

SX ey —10 mae 
: , P Wszystkie rozwigzania sa 

Z pierwszego rownania ea 4 prednieen 

wyznaczamy x i podstawiamy read 8 Jags a 

do drugiego rownania. 
Xa4 

yO 
Rozwigzaniem jest para liczb 

(4, oO) 

Uktad r6wnan mozna réwniez rozwigza¢, postugujac sie wykresami tych rownan. 

Przyktad 1. 

Rozwiazemy uktady r6wnan, postugujac sie wykresami tych rownan: 

x-y=4 x-2y=4 oo 

) x+y=2 ») 2x+4y 8 ‘ : “ = = =— —=X-L=y== 
2 ich 6 

W tym celu wyznaczymy niewiadoma y z obu rownan uktadu i naszkicujemy w jed- 
nym uktadzie wspoirzednych wykresy obu rownan. 



- 

Uktady rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

y=-3x+2 

Via =3x 1 

Odczytujemy wspoirzedne Uktad jest nieoznaczony. Uktad jest sprzeczny. Zbior 

punktu przeciecia sie obu Rozwigzania uktadu majq rozwigqzan jest pusty. 

wykresow (3, —1). Nastepnie 

sprawdzamy rachunkowo 

poprawnoésé odczytu: xeER. 
Li =3-—(-1) =4, Pi=4, lin =Pi 
L2=3 + (-1) =2, P2=2, L2=P2 
Rozwiazaniem uktadu jest 

para liczb (3, —1). 

postac [x 5X —2), gdzie 

Zauwazytes zapewne, ze uktad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomy- 

mi jest okreslony jednoznacznie przez podanie wspotczynnikéw rownan. A zatem 

uktad rownan 
ax +D,y=C, 

a,x +b, y =c, 

mozemy opisac w ten sposob, ze podajemy wspotczynniki zapisane odpowiednio 

w prostokatnej tablicy (zwanej macierza) 

a, b, Cc; 

a, b, C, 

W praktyce okazuje sie, ze wygodniej postugiwac sie macierzami kwadratowymi. 

W naszym przypadku bedg one wyglada¢ nastepujqco: 

a, b, Cc; b, a, C, 

a, b, Cy b, a, Cy 

Kazdej macierzy kwadratowej mozna przypisa¢ pewng liczbe, kt6ra nazywa sie wy- 

znacznikiem. 

Definicja 5. 
/ a b : p Caen 

Wyznacznikiem macierzy “| nazywamy liczbe ad—cb, ktorg oznaczamy | i 
Cc G 

a b 
Mamy wiec = ad-—cb. 

Cae 
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50 1. Funkcja liniowa 

Przyktad 2. 

Obliczymy: 

G56 

15 

Yes 
J-2-8-3-4=16-12=4 

|-(1)-6-0.5=-6-0=-6 

=4-(-6)-3-(-8)=-24+24=0 ae (-6)—-3- (8) 

Wr6émy do naszego uktadu r6wnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi 
2 74 (*) ax+by=c, a, +b, >0 

a,x+b,y=c, a+b, >0 

i wprowadzmy nastepujqce oznaczenia: 

W = a, b, 

a, b, ; 

Wyznacznik W nazywamy wyznacznikiem gtownym uktadu rownan (*). 

Rozwiazemy teraz uktad r6wnan (*), stosujgc metode przeciwnych wspotczyn- 

nikéw. W celu wyznaczenia x mnozymy pierwsze rownanie uktadu (*) przez bp, 

a drugie rdwnanie uktadu (*) przez (—b,) i dodajemy stronami otrzymane w ten 

sposob rownania 

| a,b,x + b,b, y =c,b, 

+ 
—a,b,x —b,b, y = —C_b, 

aib2x — azbix = cib2—c2bi 

(aib2 = azb1)x = €1b2 —C2b1, 

Mozemy to zapisa¢ krécej 

W-x=W, 

Aby wyznaczy¢ y, mnozymy pierwsze rownanie uktadu (*) przez (—a2), natomiast 

drugie rownanie uktadu (*) - przez a;, i dodajemy stronami otrzymane w ten 
sposob réwnania. Wowczas mamy (sprawdz!): 

(a1b2— azb1)y = aic2 — a2C1, czyli 

W-y=W, 



Uktady r6wnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

Mozemy zapisa¢é dwa uktady rownan 

a,x +b, y=c, a+b y=c; 

W-x=W, Wey, 

ktore sq rownowazne uktadowi (*) (zobacz twierdzenie 2.). 
Zatem wnioskujemy, ze: 

a) jesli W+ 0, to uktad rownan (*) jest oznaczony, czyli ma tylko jedno rozwigzanie 

W, 
= 

W 

yale 
WwW 

b) jesli W = W, = W, = 0, to uktad réwnan (*) jest nieoznaczony, czyli ma nie- 

skonczenie wiele rozwiazan; 

c) jesliW=0ico najmniej jeden z wyznacznikow W,, W, jest rozny od zera, to uktad 

rownan (*) jest sprzeczny, czyli nie ma rozwigzan. 

UWAGA: Powyzsze rozwazania byty prowadzone przy zatozeniu, ze wszystkie 

wspotczynniki aj, b;, a2, bz sq rézne od zera. Latwo sprawdzi¢ bezpoSrednio, ze 

wszystkie wnioski sq prawdziwe rowniez w przypadku, gdy jeden ze wspolczyn- 

nik6ow 4, b, lub jeden ze wspotczynnik6éw a2, bz jest rowny zeru. 

Otrzymalismy wiec twierdzenie. 

Twierdzenie 3. 
Uktad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

E +by=c, a@+b>0 

ery -c wep] 0 

a) ma tylko jedno rozwiazanie, jesli W# 0 

b) ma nieskonczenie wiele rozwigzan, jesli W= W, = W, = 0 

c) nie ma rozwigzan, jesli W=0 A (W, 40 v W,+#0), 

* C, b, 
gdzie = W, = 

c, b, 

yn 



1. Funkcja liniowa 

JeSli wyznacznik gt6wny W uktadu réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewia- 

domymi jest r6ézny od zera, to uktad ten nazywamy uktadem Cramera, a wzory 

W. 
x 

xX = 

WwW E 
— wzorami Cramera. 

LG 

) A ara 
W 

Wzory te podat w 1750 r. matematyk szwajcarski Gabriel Cramer. 

Przyktad 3. 
Eee: 

Rozwigzemy uktad rownan: 

of 9x —12y =16 ty Qe at)ye((3-2)y=2 ee 

Blix oly 19 (3 42)r4 (220 )yo oa 

Ad a) Obliczamy wyznaczniki uktadu rownan: 

9 -12 
= =9-51-(-17) - (12) =459-—204=255 

-17 51 

16 —12 
W,= fc [=16-51-(-19)-(-12) =016- 228-588 

Saas 
W,= =9- (-19) —-(-17) -16=-171+272=101 P| yale Glee a 

Zatem, na podstawie twierdzenia 3. ze str. 51, mamy 

_ 588 pe 26 

~ 255 , czyli 85 

_101 _101 
255 Is: 

Ad b) Postepujemy podobnie jak w punkcie a). 

waa ee - (2-1) (W241) =(V3+2) (V8-2) (2a) te ee 

{8 8-4) ce.2yQer1)- C2-066-2)- 
qin (62/25/38 V3 +2) =2(V3+2v2) 
“ln, a mG = (V2- Lie (/3+2)°= =(2- ei (3 +4/3+4) = 

eae 2) 



Uktady rownani pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi D3 

Zatem 

mic 2(/3 +22) 
2 

me ~2(2V3 + V2 +2) 
2 

czyli 

pee. 

y =-2/3-J2-2 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. 

. Rozwiaz metoda przeciwnych wspotczynnik6éw uktad r6wnan: | 

. Rozwigz uktad rownan: : 

Rozwiaz metodga podstawiania nastepujacy uktad r6wnan: f ¥ 

eaVay coil 

5x+6y=11 

+y=2 
le ie korzystajac z wykresow tych rownan. 

. Wskaz, ktory z ponizszych uktadow jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny. 
Podaj ich zbiory rozwigzan. 
7 x+y=7 b) Xa-2V—30 5 Xeoy — 

2x +2y =14 x =—2Zy+1 —-x+5y=3 

. Dopisz brakujace rownanie uktadu tak, aby powstaly uktad r6wnan: 
=1 

a) eM byt sprzeczny 

b) (" ed byt nieoznaczony 

c) {" as byt oznaczony. 

6. Stosujac wyznaczniki, rozwiqaz uktad rownan: 
eee b) =2x +10y=11 

4x -Sy=6 3x—4y=7 



1. Funkcja liniowa 

Uktady rownan pierwszego stoepnia z dwiema 

niewiadomymi z parametrem 

Omowione w poprzednim temacie twierdzenie 3. jest bardzo przydatne do badania 

uktadéw rownan pierwszego stopnia z parametrem. 

Przyktad ph 

Przeprowadzimy dyskusje istnienia i liczby rozwiqzan uktadu r6wnan 

mx + y=2 (*) 

xX+my=m-+1 

ze wzgledu na parametr m (m € R). 

Obliczamy wyznaczniki W, W,, W,: 

2 1 
ate =m’-1=(m-1)(m+1) W, = =2m-—(m+1)=m-1 

1 m+1oin 

2 
W, = Me =m’+m—2=m'+m-1-1 =(m’-1)+(m-1)= 

tml 

= (m-1)(m+1)+(m-1) =(m-1)(m+2) 

Sprawdzamy, kiedy uktad r6wnan (*) ma tylko jedno rozwigzanie. Zgodnie z twier- 

dzeniem 3. ze str. 51 ma byé spetniony warunek W # 0. Mamy zatem: 

W#0 = m’?-1#40 © (m41 a m#-1) 

Tak wiec, jeslim € R-— {-1, 1}, to rozwiqgzanie uktadu rownan (*) ma postac: 

- m-1 il 

(m-1)(m+1) | ma 
_ (m-1)(m+2) yar 

»*(m—1)(m+1) m+1 
Pozostajq do zbadania dwa przypadki: 1° m=1 oraz 2° m=-1. 

1° Jeslim=—1, to otrzymujemy: W=0, W,=-2, W,=-2. 

Zatem uktad r6wnan (*) jest sprzeczny. Przyjmuje postac¢: iis uy a 
x=y= 

eee ore 2 ) Bara : make be IX t vez 
2° Jeslim=1, to uktad rownan (*) jest nieoznaczony. Przyjmuje posta¢: 

+y=2 

Podsumujmy: 

Jeslim € R—{-1, 1}, to uktad r6wnan (*) spetnia tylko jedna para liczb Lepr e } 
m+1'm+1 

jeSli m =—1, to uktad rownan (*) nie ma rozwigzan; 

jesli m = 1, to uktad r6wnan (*) spetnia nieskonczenie wiele par liczb majacych 
posta¢ (x, 2 — x), gdzie x € R. 
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Uktady rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi z parametrem 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy wartosci parametru k, dla kt6rych rozwiazaniem uktadu rownan 

3x —4y = |k|-—2k+1 (*) 

—6x + 6y = 3k —2|k| 

jest para liczb o takich samych znakach. 

Obliczamy wyznaczniki W, W,, W,: 

3-4 
—6 

kij—2k+1 —4 Aa lh = 6 |k|—12k +6 —8|k| +12k = 6 —2|k| 3k —2|k| 6 

3 |k|-—2k+1 w, =) 9 ae) = ok —6 lk] +6|k| -12k +6 = 6 -3k —-6 3k-2Jk| 

Poniewaz wyznacznik nie rézny od zera, wiec uktad rownan (*) ma tylko jedno 

rozwigzanie lal —1, ak 1] dla dowolnej wartosci parametru k. Liczby le-4 

oraz sk —1 maja mie¢ takie same znaki, to znaczy obie majq by¢ dodatnie albo obie 

ujemne. Prowadzi to nas do alternatywy warunkow: 

BAe Okt 2 Oil el a[kial SO weak 10 
3 2 3 2 

Mamy zatem 

[(lk] >3 A k>2) Vea |k| <3 UAL Kix 2)] = 

& {[k € (0, -3) U (8, +20) A k € (2, +00)] v [k € (3, 3) a k € C-%, 2)]} 

—_—o ee) 

ee 

St tt tt ttt ttt tt tt 
eS ep fo 21 Oat 26456 7 89 8 =4) 8) 22 al. OF 1s 2 30 4 Sx 

(3, +00) (-3,2) 

Rozwiazaniem uktadu rownan (*) jest para liczb 0 takich samych znakach wtedy 

i tylko wtedy, gdy k © (—3, 2) U (3, +). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Przeprowadz dyskusje istnienia i liczby rozwiazan uktadu r6wnan z parame- 

trem m, gdzie me R. 
a) eae b) ee: 

mx —2y=1 x +my = 2m 

(3) 



56 1. Funkcja liniowa 

Zastosowanie uktadéw réwnan liniowych 
do rozwiazywania zadan tekstowych 

Uktady réwnan liniowych sq bardzo pomocne w rozwiazywaniu wielu zadan teksto- 

wych. Tok rozwiazywania takich zadan sktada sie wowczas z nastepujacych etapow: 

1. Analiza tresci zadania. 
2. Utozenie i rozwiazanie uktadu rownan. 
3. Sprawdzenie poprawnosci rozwiazania z tresciq zadania. 

4. Sformutowanie odpowiedzi. 

Poszczegélne etapy oméwimy na konkretnych przyktadach. Pierwszy z nich doty- 

czy postaci historycznej. 

Aleksander Wielki urodzit sie w 356 roku przed Chrystusem. Bardzo wczeSnie 

zostat krélem Macedonii. W wyniku licznych wypraw i podbojéw stat sie tworca 

poteznego i rozlegtego imperium. Chociaz zmart mtodo, jego imie na zawsze zapi- 

sato sie na kartach historii. 

Przyktad 1. 
GEES 

Gdyby Aleksander Wielki umart o 5 lat wezeSniej, panowatby przez ; swego zycia; 

gdyby zyt o 9 lat dtuzej, panowatby przez potowe swego zycia. Ile lat zyt i panowat 

ten stynny Macedonczyk? 

Analiza: 

x - dtugos¢ zycia Aleksandra Wielkiego (w latach) 

y - liczba lat panowania Aleksandra Wielkiego 

Zgodnie z tresciq zadania musimy rozwazy¢ dwie sytuacje hipotetyczne. 

Gdyby krol umart o 5 lat wezesniej, Gdyby kr6l umart 0 9 lat pozniej, 

toby zyt i panowat o 5 lat krocej. | toby zyt i panowat 0 9 lat dtuzej. 

x—5 - dtugosé zycia krola; x + 9 - dtugosé zycia krola; 

y—5 -liczba lat panowania kr6la; y +9 -liczba lat panowania krola; 

a(x — 5) - liczba lat panowania, ris + 9) - liczba lat panowania, wyrazona 

wyrazona jako czwarta czes¢ dtugosci jako potowa dtugosci zycia krola; 

Aye anes yt+9= ries +9) - drugie r6wnanie 
y-5= 4 (x — 5) - pierwsze rownanie 

Utozenie i rozwigzanie uktadu rownan: 

yee eee) pon ay a lake 
4 -x+2y=-9 /-(-1) reco 

y+9=4(x £9) V2 fbae. Vik 2 

: ally a pew 4y-20=x-5 
| if 2y = 24 
2y+18=x+9 



Zastosowanie uktadéw réwnan liniowych do rozwigzywania zadan tekstowych oO” 

Sprawdzenie: 

Aleksander Wielki zyt 33 lata, a panowat 12 lat. Gdyby zyt o 5 lat krécej, wowczas 
umartby, majac 28 lat (33 — 5). Okres panowania wynositby wowczas 7 lat (12 —5), 

co stanowitoby : zycia krola. Gdyby Aleksander Wielki zyt 0 9 lat dtuzej, czyli 42 

lata (33 + 9), wowczas panowalby 21 lat (12 + 9), a zatem przez potowe swego zycia. 

Odpowiedz: Aleksander Wielki zyt 33 lata, a panowat przez 12 lat. 

Drugi przyktad dotyczy funduszy inwestycyjnych. Fundusz inwestycyjny jest forma 

zbiorowego lokowania srodk6ow pienieznych, wptaconych przez przedsiebiorstwa, 

gminy, rozne firmy, ale takze przez osoby prywatne. Majatek funduszu inwestycyj- 

nego tworzy znaczny kapitat, kt6ry umozliwia osiaganie zyskoOw wyzszych niz 

tradycyjna lokata bankowa. 

Przyktad 2. 

Pan Nowak i pan Kowalski ulokowali swoje oszczednosci w réznych funduszach 

inwestycyjnych: pierwszy - kwote 1500 zt w funduszu ,Skarbczyk”, natomiast 

drugi - kwote 1200 zt w funduszu ,, Twoj Zysk”. Po roku okazato sie, ze obaj panowie 

zarobili na tych inwestycjach tacznie 630 zt, ale roczny zysk procentowy funduszu 

» Twoj Zysk” byt 0 3 punkty procentowe wyzszy niz roczny zysk procentowy fundu- 

szu ,Skarbezyk”. Oblicz, jaki zysk procentowy osiagnat kazdy z funduszy w ciagu 

roku. 

Analiza: 
xX - roczny zysk procentowy funduszu ,,Skarbczyk” 

y - roczny zysk procentowy funduszu ,, Twoj Zysk” 

x + 3 - roczny zysk procentowy funduszu ,,Tw6j Zysk” 

y=x+3 -pierwsze rownanie 

am - 1500, czyli 15x - kwota, jakq zarobit na inwestycji pan Nowak (w zt) 

aR - 1200, czyli 12y — kwota, jakq zarobit na inwestycji pan Kowalski (w zt) 

15x + 12y - taczna kwota zysku obu panow, réwna 630 zt 

15x + 12y = 630 - drugie r6wnanie 

Utozenie i rozwiazanie uktadu rownan: 

soe a, yex +3 

fee CAE CRA Mees te +4x +12=210 

V=ax+3 hedeen 

eae Dye 198/29 

yee ee 

5x +4(x +3) =210 bie As: 
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Sprawdzenie: 

Roczny zysk procentowy funduszu ,,Tw6j Zysk” wyniést 25%, a funduszu ,,Skarb- 

czyk” byt rowny 22%, wiec zysk funduszu ,,Tw6j Zysk” byt o 3 punkty procentowe 

wyzszy od zysku funduszu ,,Skarbczyk”. Po roku pan Nowak zyskat 330 zt 

(0,22 - 1500 zt), a pan Kowalski zyskat 300 zt (0,25 - 1200 zt), co daje taczna kwote 

zysku 630 zt. 

Odpowiedz: 

Roczny zysk procentowy funduszu ,,Twoj Zysk” wynidst 25%, a funduszu ,,Skarb- 

czyk” byt rowny 22%. 

Kolejny przyktad dotyczy predkoSsci w ruchu jednostajnym prostoliniowym. 

Woda w rzece ptynie w kierunku ujscia rzeki z predkoScig, ktéra - na niezbyt 

dtugim odcinku - mozemy obliczyé¢, korzystajac ze wzoru: 

s [dtugos¢ drogi] 

t [czas] 
v [predkos¢] = 

W tym celu mierzymy czas, w jakim patyk ptynie z pradem rzeki wzdtuz wczeSniej 

wyznaczonej drogi, miedzy wybranymi punktami na brzegu rzeki. 

Przyktad oS: 

Odlegtos¢ miedzy przystaniami Ai B wynosi 120 km. Z przystani A pprniete moto- 

rowka i ptynac z pradem rzeki, doptyneta do przystani B po 2 godzinach. Droge po- 

wrotng ta sama motorowka pokonata w ciagu 2,5 godziny. Obliczymy predkos¢ 

wtasnq motorowki i predkos¢ pradu rzeki. 

Rozwiazanie: 

Podr6z z pradem 
————_—__—_|_@ —  predkosé wiasna motorowki 

—_—_—_—_—_—_> predkos¢ pradu rzeki 

Podr6éz pod prad 
+ —_—_—_———___ predkoS¢ wiasna motoroéwki 
—_—____»> predkoscé pradu rzeki 

Zauwaz, Ze: 

1) predkosé wtasna motoréwki to predkos¢, z jaka ptynie ona po wodzie stojacej, 
np. po jeziorze; 

2) motoréwka, pltynac z pradem rzeki, rozwija predkosé wieksza od predkosci 

wtasnej 0 wartos¢ predkosci pradu rzeki (rzeka ,, pomaga’”); 

3) motorowka, ptynac pod prad, rozwija predkos¢ mniejszqa od predkosci wtasnej 

0 wartos¢ predkosci pradu rzeki (rzeka ,,przeszkadza’”). 

Analiza: 

x — predkos¢ wtasna motorowki (km/h) 

y - predkosé pradu rzeki (km/h) 

x + y - predkos¢ motorowki pltynacej z pradem (km/h) 
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(x + y) - 2 - odlegtos¢ miedzy przystaniami (w km), obliczona ze wzoru s=v-t 
120 - dana odlegtos¢ miedzy przystaniami (w km) 

(x+y) - 2 = 120 - pierwsze réwnanie 

x—y - predkos¢ motoréwki ptynacej pod prad (w km/h) 

(x—y) - 2,5 - odlegtos¢ miedzy przystaniami (w km) 

120 - odlegtos¢ miedzy przystaniami (w km) 

(x —y) - 2,5 = 120 - drugie rownanie 

Utozenie i rozwiazanie uktadu r6wnan: 

Cee yy} ?2=120 7-2 x+y =60 

(x= p)225=120 /:25 ee 

x+ y=60 54+ y=60 

acaaeee ee 

2x= 108 x =54 
x + y=60 Kop 

2x =108 /:2 

Sprawdzenie: 

Motorowka, plynac z pradem rzeki, rozwineta predkos¢ 60 km/h (54 km/h + 6 km/h). 

Zatem w ciagu 2 godzin pokonata droge r6wng 120 km (60 km/h - 2 h), r6wna od- 

legtosci miedzy przystaniami. W drodze powrotnej jej predkos¢ wynosita 48 km/h 

(54 km/h —6 km/h), wiec odlegtos¢ miedzy przystaniami pokonata w czasie 2,5 h 
(120 km: 48 km/h). 

Odpowiedz: 

Predkos¢ wiasna motor6éwki wynosila 54 km/h, a predkosé pradu rzeki byta rowna 

6 km/h. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

ip Dwoch pasterzy ma razem 585 owiec. Jesli pierwszy sprzeda drugiemu 23 

owce, to drugi bedzie miat cztery razy wiecej owiec niz pierwszy. Ile owiec ma kazdy 

pasterz? 

. Przed 10 laty ojciec byt dziesie¢ razy starszy od syna. Za 11 lat bedq mie¢ razem 

75 lat. Ile lat ma obecnie kazdy z nich? 

. Pani Nowakowa zatozyta w banku A rocznq lokate terminowg w wysokosci 5000 zt. 

Natomiast pani Kowalska zatozyta w banku B rocznq lokate terminowa 

w wysokoSci 3000 zt. Kapitalizacja odsetek odbywa sie w obu bankach na ko- 

niec okresu oszczedzania. Oprocentowanie lokaty rocznej w banku A jest 0 2 

punkty procentowe nizsze niz w banku B. Wiedzac, ze obie panie zyskaly 

tacznie po roku oszczedzania 1020 zt (pomijamy podatek od zysk6w kapita- 

towych), oblicz oprocentowanie kazdej lokaty. 

. Samolot, lecac z wiatrem, pokonat trase z jednego do drugiego miasta w ciagu 

3 godzin 45 minut, a droge powrotna (pod wiatr) w czasie 4 godzin. Oblicz od- 

legtos¢é miedzy tymi miastami, jesli predkos¢ wiatru wynosita 10 km/h. 



1. Funkcja liniowa 

Nierownos¢é pierwszego stopnia z dwiema nie- 

wiadomymi i jej interpretacja geometryczna. 

Uklady nieréwnosci liniowych z dwiema nie- 

wiadomymi 

Rozpatrzmy wyrazenia zapisane w tabeli: 

zapis stowny zapis symboliczny 

Suma podwojonej liczby x i liczby y jest wieksza od czterech. 2x+y>4 

Suma liczb x i y jest nie wieksza od dwoch. XY 

Roznica liczby y i liczby 3 jest mniejsza od liczby x. | y-3<xX 

Roznica 9% liczby x i 25% liczby y jest nie mniejsza od pieciu., 0,09x—0,25y>5 

Powyzsze zaleznosci sa przyktadami nierownoSci pierwszego stopnia z dwiema 

niewiadomymi. 

Definicja 1. 
NierOwnoscia pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy kazda 

nierdwnos¢, ktora mozna przedstawic w postaci: : 

ax+by<c ax by >. ax+by<c ax+by>c, 

gdzie ai b nie sq jednoczeSsnie zerami. 

Przyktad ie 

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych zaznaczymy zbior wszystkich punktow, 

ktorych wspotrzedne spetniaja ponizsze nierOwnoSci pierwszego stopnia z dwiema 

niewiadomymi. 

a) 2x-y>6 b) y>—5x C) v=o 0 d) xe 

Zbior wszystkich punkt6éw, ktorych wspoirzedne spetniaja nierownos¢ pierwszego 

stopnia z dwiema niewiadomymi, bedziemy nazywa¢ wykresem tej nierOwnoSci. 

Ad a) 

Nieréwnos¢é 2x — y > 6 przeksztatcamy rownowaznie do postaci y < 2x — 6. Roz- 

patrujemy najpierw rownanie y= 2x — 6. Jego wykresem w uktadzie wspotrzednych 

jest prosta. Wspoirzedne punktow prostej spetniaja nierOwnos¢ y < 2x — 6 (dla- 

czego?), wiec punkty prostej naleza do szukanego zbioru. Zatem te prosta ozna- 

czamy linia ciagta. Ponadto omawiana prosta dzieli ptaszczyzne na dwie 

potptaszczyzny. Na jednej z tych potptaszczyzn (poza prosta) znajduja sie wszystkie 

punkty, ktorych wspotrzedne spetniaja nierownosé 

y<2x-6, 

ana drugiej wszystkie te punkty, ktorych wspotrzedne spetniaja nierownosé 

y>2x-6 
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Aby wskaza¢ odpowiednia pétptaszczyzne, wybieramy dowolny punkt poza prosta, 

np. A(4, —2). Nastepnie sprawdzamy, czy wspotrzedne punktu A spelniaja nieréw- 

nos¢ y < 2x— 6. Mamy: 

L=-2; P=2-4-6=8-6=2, czyli-2 <2. 
Otrzymalismy zdanie prawdziwe. Zatem zaznaczamy te pétptaszczyzne, do ktérej 
nalezy punkt A(4, —2). 

8 A(4,-2)- 

ys 2k=6) 

Ad b) 

Nier6wnos¢ y > -3e speiniaja wspolrzedne wszystkich punktow, ktoére nalezq do 

jednej z potptaszczyzn wyznaczonych przez prostq y =— “x Punkty prostej y =— “* 

nie naleza do szukanego wykresu nierdwnosci (dlaczego?). Zatem krawedz 

potptaszczyzny przedstawimy na rysunku linia przerywana. Nastepnie wybieramy 

np. punkt B(0, —2) i sprawdzamy, czy jego wspotrzedne spetniaja nierownos¢é 

eX 
us Z 

Otrzymujemy: 

L=-2; P=0, awiecnierdwnosé —2 > 0 jest zdaniem fatszywym. 

Wykresem nieréwnoSci jest ta potptaszczyzna, do ktorej nie nalezy punkt B. 
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Ad c) 

Nieréwnoéé y—3 < 0 przeksztatcamy do postaci y < 3. $zkicujemy prosta o réwnaniu 

y =3 linia ciagta. Wspotrzedne punktu C(0, 0) spetniaja nieré6wnoS¢ y < 3, bo 0 < 3. 

Wykresem nieréwnosci y < 3 jest potptaszczyzna pod prosta y = 3, wraz z ta prosta. 
| , 3 

Ad d) 
Szkicujemy prosta o r6wnaniu x = 2 linig przerywana. Wspoirzedne punktu D(4, 0) 

spetniaja nierOwnos¢ x > 2. Wykresem nierédwnosci x > 2 jest potptaszczyzna na 

prawo Od prostej x = 2, bez tej prostej. 

| | “ 

Twierdzenie 1. 

Wykresem nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi jest jedna 

z potptaszczyzn (z krawedzia, jesli nierownoSs¢ jest nieostra, lub bez krawedzi, 

Uktad nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi to koniunkcja 

tych nierownosSci. Zbiorem rozwiazan uktadu nierdwnosSci jest czes¢ wspdlna zbio- 

ru rozwiqzan poszczegolnych nierownosci uktadu. 

Przyktad sf 

Wyznaczmy na ptaszczyznie w prostokatnym uktadzie wspdétrzednych zbiér tych 
punktow, ktorych wspotrzedne spetniaja uktad nieré6wnosci: 
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xX+y¥<2 (1) 

y-=x <2 Q) 
Na pierwszym rysunku zaznaczylismy kolorem czerwonym wykres nieréwnosci 
(1), a kolorem niebieskim — wykres nieréwnoSci (2). Wspdlna czes¢ obu wykresow 
jest zaznaczona kolorem fioletowym. 

Zbiorem punktow, ktorych wspdtrzedne spetniaja uktad nieréwnoSci, jest kat za- 
znaczony na rysunku drugim. 

Przyktad 3. 

Na ponizszych rysunkach przedstawione sq dwie figury geometryczne. Opiszemy je 
za pomoca odpowiednich uktadéw nierdwnosci. 

a) 

Ad a) 
Zauwazmy, ze dane sq wierzchotki A(—6, 0) i C(4, 0) tréjkata ABC oraz punkt 

D(0, —4), nalezacy do boku BC. Ponadto trdjkat ABC jest prostokatny. Wyznaczymy 

rownania prostych, zawierajacych boki tréjkata ABC. 

Bok AC zawiera sie w prostej o rownaniu y= 0. 

Bok BC zawiera sie w prostej przechodzacej przez punkt C(4, 0) i przecinajacej os OY 

w punkcie D(0, —4). Ta prosta jest wykresem funkcji liniowej y = ax + b. Zatem 
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z wiasnosci funkcji liniowej wynika, ze b = —4 oraz oe 4 (ze wzoru na miejsce 
a 

zerowe funkcji liniowej). Stad otrzymujemy: 

a=1, b=-~—4, wiec prosta CD ma réwnanie 

y—x-4 
Bok AB zawiera sie w prostej prostopadtej do boku BC i przechodzacej przez punkt 

(—6, 0). Zatem r6wnanie prostej AB jest postaci: 

y=-x — 6 (dlaczego?) 
Trojkat ABC jest czescia wspolna trzech potptaszczyzn wyznaczonych przez: 

e prosta ACi punkt B 

e prosta BCi punkt A 

e prostg ABi punkt C 

Pierwsza potplaszczyzna jest wykresem nierOwnoSci y < 0. 

Druga potptaszczyzna jest wykresem nier6wnoSci y > x — 4. 

Trzecia potptaszczyzna jest wykresem nierOwnoSci y > —x — 6. 

Trojkat ABC mozna wiec opisa¢ uktadem nieréwnosci: 

Ad b) 
Zauwazmy, ze proste, w ktérych zawierajq sie boki AD i BC czworokata, sa rowno- 

legte do osi OY uktadu. Prosta AD ma rownanie 

x=-3, 

a prosta BC ma réwnanie 

x=5 

Rownanie prostej AB wyznaczymy, korzystajac z faktu, ze jest ona wykresem funk- 

cji liniowej i przechodzi przez punkty A(—3, —4) oraz B(5, —2). Otrzymujemy: 

Vie Ly — ae (sprawdz!) 
4 4 

Podobnie mozna wyznaczyé réwnanie prostej DC. Mozna tez zauwazy¢, ze AB || BC 

(bo AB = DC). Wowczas wspoiczynnik kierunkowy prostej DC jest rowny 7" a wyraz 

wolny wyznaczamy, wykorzystujac wspotrzedne punktu D lub C. Prosta DC ma row- 
nanie 

1 3 
=—x+ 4— 

hor ae 

Odcinki AD i DC nie zawieraja sie w danej figurze, wiec figure ABCD opisuje uktad 
nier6wnosci: 
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X35 

2 Bete 5 
y> aX -32 , co krécej mozna zapisa¢ nastepujaco: ne oat a ie Ase : 4 4 4 H 
A eres ery 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. W prostokatnym uktadzie wspotrzednych zaznacz zbidr tych wszystkich 

punktow, ktérych wspotrzedne spetniajq nastepujace niero6wnosci: 

a) 2x-y<4 b) x-y>0 C) axty>3 

d) x-2<5 e) y-1>3 fix+2y<a8 

2. Opisz figury przedstawione na rysunkach za pomocga uktad6éw nieréwnosci. 

a) kat “-b) trojkat 

ACS, 4) 

c) AB || DC d) AB || DC 
DA|| CB 
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Zastosowanie uktadow nierOwnosci pierwszego 
e e e e \ e e 

stopnia z dwiema niewiadomymi do rozwiazy- 
wania zadan 

Uktady nieré6wnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi (lub z wiekszq 

liczba niewiadomych) majg duze znaczenie w rozwiazywaniu pewnej grupy proble- 

mow praktycznych dotyczacych np. planowania produkcji tak, aby osiagna¢ maksy- 

malny zysk przy optymalnym wykorzystaniu posiadanych zasobéw. 

Zanim omowimy przyktad takiego zagadnienia, rozwazmy nastepujace zadanie teo- 

retyczne. 

Niech dana bedzie funkcja f(x, y) = 3x + 4y — 2. Jest to przyktad funkcji liniowej 

dwoch zmiennych. Argumentami tej funkcji sq uporzadkowane pary liczb (ktére 

bedziemy utozsamia¢ z punktami), a wartosciami funkcji fsq liczby rzeczywiste, np. 

dla argumentu (5, 2) mamy 

flo; 2)=3- 5+4-2—2, czy 

f(5,2)=21 
Rozwazmy tez nastepujacy obszar (ktory jest wielokatem wypuktym) w uktadzie 

wspotrzednych. 

VC 

2 

Sle 

10 

9 

8 at (Su) 

6+ 

Sr 1, mall 

sf 2 ae (9, 2) 

FTO) 
Toes ae a en A ee es A Es dS 
2) 34556 7 8) 90a 02 1B Sox 

Zatozmy tez, ze wspotrzedne punktéw z zaznaczonego obszaru sa argumentami 

funkcji f. Interesuje nas wyznaczenie takich punktéw - z zaznaczonego obszaru - 

dla ktorych funkcja f przyjmuje najwieksza oraz najmniejsza wartosé. 

Oczywiste jest, ze funkcja f bedzie przyjmowa¢ najwieksza (odpowiednio naj- 
mniejszq) wartos¢ tylko wtedy, gdy wyrazenie 3x + 4y bedzie przyjmowaé naj- 
wiekszq (odpowiednio najmniejszq) wartos¢. Rozpatrzmy zatem wyrazenie 

3x+4y=m, 

co mozemy zapisac 
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5 m , 
=-—x+— S et ee) 

Wyrazenie (*) mozemy potraktowa¢ jako réwnanie prostej, gdzie m jest para- 
metrem. Do rozpatrywanego obszaru nalezy punkt (4, 3). Mamy wowczas m = 24 
(3 -4+4-3=24),a rdwnanie prostej przyjmuje postaé¢: 

3 
=-—x+6 1 i, (1) 

Liczba 24 nie jest ani najwieksza, ani najmniejsza wartoscia wyrazenia 3x + 4y. Na 

przyktad jesli wezmiemy punkt (2, 2), to otrzymamy wartosé mniejsza, m = 14 

(rownanie prostej y = -3x + “ (2)), jesli natomiast wezmiemy punkt (6, 5) - 

otrzymamy wartos¢ wieksza, m = 38 (rownanie prostej y= -Sx +3 (3)). 

Naszkicujmy proste (1), (2), (3) w uktadzie wspdétrzednych. 

Przedstawione powyzej proste sq rownolegte (majq taki sam wspdotczynnik kie- 

runkowy). Z dotychczasowej analizy wytania sie geometryczny sposob wyzna- 

czenia najwiekszej i najmniejszej wartosci m (a zatem i najwiekszej i najmniejszej 

wartosci funkcji f). 

Aby wyznaczy¢ najwieksza wartos¢ m (najwiekszq wartos¢ funkcji f) w rozpatrywa- 

nym obszarze, wystarczy poprowadzi¢ - przez punkt nalezacy do danego wielokata 

wypuktego - prosta o wspotczynniku kierunkowym — - ktora ,mozliwie najwyzej” 

przetnie os OY; natomiast aby wyznaczy¢ najmniejszq wartos¢ m (najmniejszq war- 

tosé funkcji f) w rozpatrywanym obszarze, wystarczy poprowadzi¢ - przez punkt 

nalezacy do danego wielokata wypuktego — prosta o wspétczynniku kierunkowym 

ee ktéra ,mozliwie najnizej” przetnie os OY. 
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4 tS 

Zauwaz, ze zarOwno w pierwszym, jak i w drugim przypadku otrzymujemy punkty, 

kt6re sq wierzchotkami wielokata: w przypadku wartosci najwiekszej jest to punkt 

(5, 7), w przypadku wartosci najmniejszej jest to punkt (2, 1). 

Zatem funkcja f(x) = 3x + 4y — 2, okreslona w podanym obszarze, przyjmuje naj- 

wiekszq wartos¢ w punkcie (5, 7) i ta wartos¢ jest rowna 41, a najmniejsza wartosé 

w punkcie (2, 1) i ta wartos¢ jest rowna 8. 

Mozna wykaza¢, ze jesli funkcja liniowa dwoch zmiennych jest okreSlona w obsza- 

rze bedacym wielokatem wypuktym, to przyjmuje wartos¢ najwiekszqa i wartos¢é 

najmniejsza, przy czym kazda z tych wartosci jest przyjmowana w pewnym wierz- 

chotku danego wielokata wypuktego. 

Przyktad L 

Maty zaktad wtokienniczy produkuje dwa rodzaje swetrow (damskie i meskie) 

z dwoch rodzajow wetny (czarnej i biatej). Do produkcji jednego swetra damskiego 

potrzeba 20 dag wetny czarnej i 40 dag wetny biatej, a do produkcji swetra mes- 

kiego - 60 dag wetny czarnej i 20 dag wetny biatej. Zasoby weiny czarnej wynosza 

120 kg (12 000 dag), natomiast biatej - 160 kg (16 000 dag). Zysk osiagany ze sprze- 

dazy swetra meskiego wynosi 70 zt, a ze sprzedazy swetra dla pan - 100 zt. Ile 

swetrow kazdego rodzaju powinien wyprodukowaé ten zaktad, aby osiagna¢ 

maksymalny zysk, przy uwzglednieniu zarzqadzenia dyrektora zaktadu, mowiacego, 

ze liczba swetrow meskich ma by¢ nie wieksza niz trzykrotnosé liczby swetr6w 
damskich? 

Oznaczmy: 

x - liczba swetro6w damskich 

y - liczba swetrow meskich 

Warunki zadania opisuje nastepujacy uktad nieréwnosci: 



- 

Zastosowanie uktadéw nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomyni... 

20x +60y <12000 (zasoby wetny czarnej ograniczone sq przez 120 kg) 

40x +20y <16000 (zasoby wetny biatej ograniczone sq przez 160 kg) 

yee ax 

xe 0 

y20 

Zysk planowany ze sprzedazy swetrow okresla funkcja ZYSK(x, y) = 100x + 70y. 

W uktadzie wspotrzednych zaznaczamy czesé wspolna pdétptaszczyzn opisanych 
przez nierownoSci z powyzszego uktadu. 

¥ 

(60, 180) 

=| |< 
0) 100 200 300 400 500 600-700 X 

Otrzymujemy czworokat wypukty o wierzchotkach: (0, 0), (400, 0), (360, 80), 

(60, 180) - sprawdz! Funkcja ZYSK jest funkcjq liniowa dwoéch zmiennych. Bedzie 

przyjmowaé najwieksza wartosé - zgodnie z tym, co powiedzielismy wezeSniej - 

w wierzchotku czworokata. Obliczamy: 

ZYSK(0, 0) =100-0+70-0, ezyli “ZYSK(0,0)=0 

ZYSK(400, 0) = 100 - 400+ 70-0, czyli ZYSK(400, 0) =40 000 

ZYSK(360, 80) = 100-360+70-80, czyli ZYSK(360, 80) =41 600 

ZYSK(60, 180) =100-60+70-180, czyli ZYSK(60, 180) =18 600. 
Zaktad powinien wyprodukowa€é 360 swetréow damskich oraz 80 swetrow meskich. 

Produkcja taka zapewni firmie maksymalny zysk w wysokosci 41 600 zt. 

Zbadaj, ile razy cena swetra meskiego powinna by¢ wieksza od ceny swetra dam- 

skiego, aby - zachowujac pozostate ograniczenia — najbardziej optacato sie wypro- 

dukowaé 60 swetrow damskich i 180 swetrow meskich. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wyznacz najmniejsza i najwiekszq wartos¢ funkcji: 

a) f(x,y) =10x—5y+2 b) f(x, y) = 2x + 8y 
w obszarze opisanym przez uktad nieréwnosci: 

—-x+2y<6 

None ee LZ 

x 7 

ree de) 

y>0 
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1 Funkcja kwadratowa 

Wiasnoéci funkcji kwadratowej y = ax” 

Definicja 1. 
Funkcja kwadratowa nazywamy funkcje, ktora mozna opisa¢ wzorem y= ax? + bx +c, 

gdzie a # 0. Liczby rzeczywiste a, b oraz c nazywamy wspotczynnikami funkcji 

kwadratowej. Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbidr liczb rzeczywistych. 

Wzor y = ax* + bx + c, gdzie a # 0, nazywamy wzorem funkcji kwadratowej 

w postaci ogolnej. 

W ponizszej tabeli przedstawione sa wzory funkcji kwadratowych w ogolnej 

postaci, wraz z wyszczegolnionymi wspdotczynnikami tych funkcji. 

W2zor funkcji Wspotczynniki 

kwadratowej a b 

y=5x2 5 0 0 

di il 
= x2 oe 3 fay an 

y 5 x 5 ; 3 0 

y=V2x2+9 V2 0 9 
3 3 ee ee as s ay ¥. 4 1 a 4 

W tym temacie zajmiemy sie wtasnosciami funkcji kwadratowej, ktora mozna opi- 

sa¢ wzorem majacym posta¢ y = ax’, gdzie a # 0. 

Przyktad yi 

W prostokatnym uktadzie wspéltrzednych naszkicujemy wykresy funkcji kwadra- 
towych: 

1 1 
a = 2x- = x2 ea pashy ay 4 )y y y , y ribs 

= ‘ say ad, b) y=—2x? =x? =——x? =—— x? )y ad y 5 y res 



Wiasnosci funkeji kwadratowej y = ax® a 

W naszkicowaniu wykresow funkcji pomoga Ci tabelki czesciowe tych funkcji. Im 
wiecej punktow umiescisz w tabelce, tym doktadniejszy otrzymasz wykres. Zwr6¢ 
uwage na to, ze do wykresu kazdej z tych funkcji nalezy punkt (0, 0). 

Wykresy funkcji z punktu a) przedstawia rysunek. 

Zauwaz, ze wykresy funkcji kwadratowych z punktu b) mozemy otrzyma¢, prze- 

ksztatcajac wykresy funkcji z punktu a) przez symetrie osiowa wzgledem osi OX. 

Ponizszy rysunek przedstawia wykresy funkcji kwadratowych: 

y=-2x* yy =-x? = 5x =——x? 
4 

Na podstawie wykresow funkcji w powyzszym przyktadzie oméwimy wtasnosci 

funkcji kwadratowej y = ax’, gdzie a # 0. 

e Wykresem funkcji kwadratowej y = ax* (a # 0) jest parabola. Parabola jest figura 

osiowosymetryczna. Osig symetrii jest w tym przypadku prosta 0 rownaniu x= 0. 

Os symetrii paraboli przecina parabole w punkcie, ktory nazywamy wierzchot- 

kiem paraboli. Wierzchotek W paraboli bedacej wykresem funkcji y = ax’ (a#0) 

ma wspoirzedne (0, 0). 
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Wierzchotek dzieli parabole na dwie czesci, kt6re nazywamy ramionami para- 

boli. Zwr6¢ uwage na to, ze jesli a > 0, to ramiona paraboli skierowane sq do 

gory; natomiast jesli a < 0, to ramiona paraboli skierowane sa do dotu. 

e Dziedzing funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych R. 

e Funkcja ma jedno miejsce zerowe: 0. 

e Funkcja nie jest roznowartosciowa. 

Pozostate wtasnosci funkcji kwadratowej y = ax’ zalezg od znaku wspotczynnika a. 

Jesli a > 0, to: Jesli a < 0, to: 

e zbiorem wartosci funkcji jest prze-|e zbiorem wartosci funkcji jest prze- 

dziat (0, +00) dziat (—0, 0) 

e funkcja przyjmuje wartosci dodatnie | e funkcja przyjmuje wartosci ujemne 

dla argumentow roznych od zera, tzn.: dla argumentow roznych od zera, tzn.: 

y>0 © xe (-~, 0) U (0, +00); y<0 S xe (-~&,0) U (0, +0); 

funkcja nie przyjmuje wartosci funkcja nie przyjmuje wartoSsci 

ujemnych ‘dodatnich 
e funkcja jest e funkcja jest 

malejaca w przedziale (—2, 0), rosnaca w przedziale (—<, 0), 

rosnaca w przedziale (0, +00) malejaca w przedziale (0, +00) 

e funkcja nie przyjmuje wartosci naj-|e funkcja nie przyjmuje wartosci naj- 

wiekszej; dla argumentu 0 przyjmuje mniejszej; dla argumentu 0 przyjmuje 

wartos¢ najmniejszqa, rowng 0. wartos¢ najwieksza, rowng 0. 

Przyktad ee 

Napiszemy wzér funkcji, ktora kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuje 25% 

kwadratu tej liczby. Nastepnie obliczymy wartos¢ tej funkcji dlaargumentu 1 + Ries 

Poniewaz 

25% kwadratu liczby rzeczywistej x 

mozna przedstawic¢ jako 

le —x*, 

4 

wiec szukangq funkcje opisuje wzor 

y= 7 gdziex ER. 

Obliczamy wartoSs¢ tej funkcji dla argumentu 1 + AES 

i G+VaP=4-(+28+3)-1.(44288)=148 

V3 
Dla argumentu 1 + V3 wartosé funkcji jest rowna 1 + aoe 
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Przyktad 3. 

Rysunek przedstawia wykres funkcji kwadratowej y = ax’. Napiszemy wzor tej 
funkcji, korzystajac z danych na rysunku. 

Wystarczy obliczy¢ wartos¢ wspotczynnika a. 

Do wykresu funkcji nalezy punktA(V5, 24h Zatem 

pase (V5)? 

1 

W2zor funkgji jest nastepujacy: y = -Ex 

Przyktad 4. 

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = ae Na podstawie jej wykresu wyznaczymy 

zbidr rozwiazan nierOwnosci f(x) < x+ 1,5. 

We wspdlnym uktadzie wspotrzednych szkicujemy wykresy funkcji: 

f(~o= ax? oraz g(x)=x+1,5 

Odczytujemy z rysunku, dla jakich argument6éw wartosci funkcji fsa nie wieksze niz 

wartosci funkcji g. 

Wykresy funkcji f oraz g przecinajq sie 

w punktach a -1 5) oraz of 3,4 5 

(Sprawdz, wykonujac odpowiednie obliczenia). 

Funkcja f przyjmuje wartosci nie wieksze niz 

funkcja g dla argumentow x z przedziatu (—1, 3). 

Zatem nierOwnoscé f(x) < x + 1,5 spetniaja 

wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu (—1, 3). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. W prostokatnym uktadzie wspotrzednych naszkicuj wykresy funkcji kwadra- 

towych i omow ich wiasnosci: A 

a) y= 3x? Pian 

2. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) =— 2x2. Oblicz wartoéci tej funkcji dla argu- 

mentow: 

a)-1; 2,5; 19 Pi aon ow ew 2 
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W2zor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej 

W pierwszej klasie dowiedziates sie, ze w wyniku przesuniecia rownolegtego wy- 

kresu funkcji y = f(x) o wektor ve [p, q] otrzymujemy wykres funkcji y= f(x— p) + q. 

Korzystajac z tej informacji, napiszemy wzor funkcji, ktore} wykres powstanie 

w wyniku przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji kwadratowej y =— aX o dany 

wektor v, jesli: 

a) v= (21, 0, b) v=[0, 3], 

Zilustrujmy te przeksztatcenia rysunkami. 

evel wer 

W wyniku przesuniecia rowno- 

legtego wykresu funkcji 

=~ aX o wektor v= [-1, 0] 

otrzymujemy wykres funkcji 

il 
=—=(x+1)?. y a ) 

W wyniku przesuniecia r6wno- 

legtego wykresu funkcji 

y= -5¥ o wektor v= [0, 3] 

otrzymujemy wykres funkcji 

1.2 eX oe 
ee, 

W wyniku przesuniecia rdwno- 

legtego wykresu funkcji 

ves =X o wektor v= [-1, 3] 

otrzymujemy wykres funkcji 

y=—2 (et Le} 



Wa2or funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej 

Twierdzenie 1. 
W wyniku przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji kwadratowej y = ax’, gdzie 

a # 0, o wektor v= [p, q] otrzymujemy wykres funkcji y = a(x - p)? + q. 

W2z6r y = a(x - p)* + q, gdzie a # 0, nazywamy wzorem funkcji kwadratowej 

w postaci kanonicznej. 

W wyniku przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji kwadratowej y = ax’ (a # 0) 

o wektor v = [p, q] otrzymamy wykres, ktory ma taki sam ksztalt, jak wykres przed 

przesunieciem. Zatem nowy wykres tez jest parabola. Ponadto, wspotrzedne wierz- 

chotka tej paraboli mozemy wyznaczy¢, dodajac odpowiednie wspotrzedne wek- 

tora do wspoirzednych wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji y = ax?. 

eo lr p=p Jw 0 +Fg=q 

Wniosek: Wykresem funkcji kwadratowej y = a(x - p)? + q (a # 0) jest parabola. 

Wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W(p, q). Jesli a < 0, to ramiona paraboli skie- 

rowane Sa do dotu, jesli a > 0, to ramiona paraboli sq skierowane do gory. 

Przyktad 1. 
SS  } 

Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej: 

a) fl) = 50-3) +2 b) g(x) =-(« + 12-3 
Nastepnie na podstawie wykresu funkcji podamy: 

e zbidr wartosci tej funkcji 

e rownanie osi symetrii wykresu funkcji 

e maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji. 

Ad a) Wykres funkcji kwadratowej f(x) = AG - 3) + 2 powstaje w wyniku przesu- 

niecia rownolegtego wykresu funkcji kwadratowej y = se o wektor v= [35.2 | 

Wierzchotkiem szukanej paraboli jest punkt W(3, 2). Parabola zwrécona jest ra- 

mionami do gory (wspétczynnik przy x? jest dodatni). 

e Zbiorem wartosci funkcji f jest prze- 

dziat 

(2,740). 

e Osia symetrii wykresu funkcji f jest 

prosta 0 rOwnaniu x = 3. 

e Funkcja jest 

malejgaca w przedziale (—<, 3), 

rosnaca w przedziale (3, +0). 

ha) 
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Ad b) 
Wykres funkcji kwadratowej g(x) = —(x + 1)*— 3 powstaje w wyniku przesuniecia 

rownolegtego wykresu funkcji kwadratowej y = —x’ o wektor u = [-1, —3]. Wierz- 

chotkiem paraboli jest punkt W(-1, —3). Parabola zwrocona jest ramionami do dotu 

(wspotczynnik przy x? jest ujemny). 

e Zbiorem wartosci funkcji g jest przedziat 

(co, -3). 
e Osia symetrii wykresu funkcji g jest 

prosta o r6wnaniu x =~—1. 

e Funkcja g jest 

rosnaca w przedziale (—s0, —1), 

malejaca w przedziale (—1, +0). 

= ee iy +3 

Podsumujmy nasze rozwazania. 

Na podstawie wzoru funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej y = a(x — p)* + q, 

gdzie a # 0, potrafimy omdéwic wiele wiasnosci tej funkcji. 

e Wykres funkcji y = a(x — p)? + g mozemy otrzymac, przesuwajac rownolegle wy- 

kres funkcji y = ax? o wektor v= [p, q]. 

e Wykresem funkcji jest parabola 0 wierzchotku w punkcie W(p, q). 

e Osig symetrii paraboli jest prosta o rownaniu x= p. 

Jesli a > 0, to parabola zwrécona jest Jesli a < 0, to parabola zwrécona jest 

ramionami do gory, ramionami do dotu, 
Y AY 

W(P,q) 

0 % 

; (p. 4) x 
WOWCzZas: WOWCZasS: 
e funkcja jest malejaca w przedziale | e funkcja jest rosnaca w przedziale 

(—<0, p), arosnaca w przedziale (p, +00) (—co, p), a malejaca w przedziale 
e ZW=(q, +x) (p, +00) 
e dla argumentu p funkcja przyjmuje | e ZW = (-<o, q) 

najmniejszq wartos¢ rowng q. e dla argumentu p funkcja przyjmuje 
najwieksza wartos¢ rowna q. 
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Przyktad 2. 

Napiszemy wzor funkcji kwadratowej w_ postaci kanonicznej, wiedzac, ze 
najwieksza wartos¢ réwna 4 funkcja osiaga dla argumentu —3, a do wykresu tej 
funkcji nalezy punkt A(1, —6). 

Wiadomo, ze funkcja kwadratowa osiaga wartos¢ najwieksza, zatem parabola skie- 

rowana jest ramionami do dotu. Ponadto wierzchotkiem paraboli jest punkt: 

W(-3, 4), czyli p=-3iq=4. 

Zatem wzor funkcji mozna zapisa¢ w postaci 

y=a(x+ 3)?+4, gdziea <0. 

Teraz wystarczy obliczy¢ wartos¢ wspotczynnika a. Skorzystamy z faktu, ze punkt 

A(1, —6) nalezy do paraboli. Mamy zatem 

—6=a(1+3)?+4 

—10=16a 

ae oczywiscie ee <0 
8 8 

Wzor funkcji jest nastepujacy: y =— 2 (x43)? + 4. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wyznacz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymamy, przesuwajac rownolegle wy- 

kres funkcji kwadratowej y = 6x? o wektor v, jeéli: 

a) v=[0, 2] b) v= [-4, 0] c) v=[5,-4] d) v=[-10, 100] 

2. Funkcja kwadratowa fjest opisana wzorem f(x) =—2(x + 5)?— 3. Naszkicuj wy- 

kres funkcji f, a nastepnie odczytaj z wykresu: 

a) zbiér wartosci funkcji f 
b) wartos¢ funkcji dla argumentu —5 oraz wartos¢ funkcji dla argumentu —4. 

3. Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej y= bs (x—10)?+12. 

Podaj: 2 

a) wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji 

b) rownanie osi symetrii wykresu funkcji 

c) maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji 

d) jaka wartos¢: najwieksza czy najmniejsza, funkcja przyjmuje dla argumentu 

10 i ile ta wartoS¢ wynosi. 

4. Wyznacz wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, wiedzac, ze wierz- 

chotkiem tej paraboli jest punkt W(—1, 3) i do wykresu tej funkcji nalezy row- 

niez punkt A(-6, 13). 

5. Wyznacz wz6r funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, jesli najwiekszq 

wartoscia tej funkcji jest liczba 0, osiqa symetrii jej wykresu jest prosta 0 row- 

naniu x = 5 i parabola bedaca wykresem tej funkcji przecina oS OY w punkcie 

A(0, —100). 
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Zwiazek miedzy wzorem funkcji kwadratowej 
w postaci ogdélnej a wzorem funkcji kwadratowej 
w postaci kanonicznej 

Poznates juz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogoélnej 

y=ax?+bx+c (a0) 

oraz wzor funkcji kwadratowej w postaci kanoniczne} 

y=a(x—p)’+q (a0) 
Powstaje pytanie, jaka jest zaleznos¢ miedzy tymi wzorami. Aby odpowiedzie¢ na 

nie, sprodbujmy najpierw wykonaé¢ dziatania zapisane we wzorze funkcji w postaci 

kanonicznej w nastepujacym przyktadzie. 

Przyktad 1. 

Dany jest wz6r funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej y = 2(x — 1)* + 5. Wyko- 

namy dziatania zapisane we wzorze funkcji: 

y= 2(x?- 2x + 1)+5 

y=2x7=4x+7 

Otrzymalismy wzor funkcji kwadratowej w postaci ogolnej. 

Wykonujac dziatania zapisane we wzorze funkcji kwadratowej w postaci kano- 

nicznej, otrzymujemy wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej. W kolejnym 

przyktadzie pokazemy, jak mozna wzor funkcji kwadratowej w postaci ogdélnej do- 

prowadzi¢ do postaci kanonicznej. 

Przyktad 7d 

Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej y = 2x? — 12x + 19. Prze- 

ksztatcimy go do postaci kanonicznej w nastepujacy sposob: 

e Grupujemy wyrazy zawierajace zmienna x i wytaczamy poza nawias wspotczyn- 

nik przy x?: 

y= 2(x?- 6x) +19 
e Poniewaz x*—6x+9=(x—3)?, wiec wyrazenie x? — 6x jest rowne (x—3)?—9, stad 

y=2[(x-3)?-9] +19 
e Po zastosowaniu prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania otrzy- 

mujemy: 

y=2(x-3)?+1 

Sprowadzilismy wz6r funkcji kwadratowej w postaci ogéinej y = 2x*— 12x + 19 do 
postaci kanonicznej y= 2(x—3)?+1. 
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Zwiqzek miedzy wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej... UE) 

Okazuje sie, ze istnieje zwiazek miedzy wspétczynnikami a, b, c we wzorze funkcji 
kwadratowej w postaci ogolnej a liczbami p i q we wzorze funkcji kwadratowej 
w postaci kanonicznej. Prawdziwe jest twierdzenie 1. 

Twierdzenie 1. 

Wzor funkcji kwadratowej w postaci ogéInej y = ax* + bx + c, gdzie a ¥ 0, mozna 

przeksztatci¢ do postaci kanonicznej y= a(x —p)* + q. Wowczas 

2a 

Dowdd: 

Przeprowadzamy rozumowanie analogiczne do rozwazan z przyktadu 2. 

| Grupujemy yr azy ze zmienng x, nastepnie y= al af 2x) og 

-wytaczamy wspotczynnik a poza nawias (a + 0) a 

_Zauwazamy, ze wyrazenie x2 + —x mozna zastapi¢ 
a Gee ao ieeD: 

: : b 2 b? y = a c -- 2) a eel = (& 

| wyrazeniem | x + — | — sprawdz! [ a | 2) me (sp ) 

Stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem y=a_x+— : _ be : 

-odejmowania 2a 4a 

| 4ac = b ; b? 4ac 

|Wyraz c zapisujemy w postaci ei nastepnie dige Bid oy 2a 4a 4a 

(Z dwoch ostatnich wyrazow wytaczamy —1 przed a Gees Db Zi _(b? _ 4ac 

| nawias ue 7a iy ee 

_Wykonujemy odejmowanie utamkow w drugim y=ax+ i ; og b’— 4ac 
| nawiasie 2a 4a 

Teraz wystarczy porowna¢ wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej 

y=a(x—p)*+q, gdziea#0 

z otrzymanym wzorem. Otrzymujemy: 

—b _ —(b’-4ac) 

2a Ae Aq 

co konczy dowéd. 

[= 

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze kazdy wzor funkcji kwadratowej w postaci 

ogélnej mozna doprowadzic¢ do postaci kanonicznej. Wiemy réwniez, ze jesli wyko- 

namy wskazane dziatania we wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, to 

doprowadzimy ten wzor do postaci og6lnej. 
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Liczba b* — 4ac jest szczegélna dla danej funkcji kwadratowej y = ax? + bx + c (a# 0) 
i nazywamy ja wyréznikiem. Wyr6znik oznaczamy grecka litera A (delta): 

A= b* —4ac 

Wniosek: 

e W2z6r funkcji kwadratowej w postaci ogélnej y= ax? + bx +c (a #0) mozna przed- 
= —A : 

stawi¢ w postaci kanonicznej y = a(x — p)? + q, przy czym p= ig q= aii gdzie 

A= b?—4ac. 
e Wykres funkcji kwadratowej y = ax? + bx +c (a #0) mozna otrzyma¢ w wyniku 

przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji y = ax* o wektor 
> |—b —-A 
u=|— == 

2a 4a 

Z poprzedniego wniosku wynika kolejny. 

Wniosek: Wierzchotek W paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej 

y=ax*+ bx +c (a#0) ma wspotrzedne (x,,, y,,), gdzie: 
_=b _-A 

Xw Wat eee ae awe 

Wykorzystajmy poznane informacje w nastepujacych przyktadach. 

Przyktad 3. 

Dana jest funkcja kwadratowa y =—x* + 2x + 4. Obliczymy wspotrzedne wierzchotka 

paraboli, ktora jest wykresem danej funkcji. Nastepnie zapiszemy wzor funkcji 

w postaci kanonicznej i sporzadzimy wykres tej funkcji. 

e Ze wzoru ogolnego funkcji odczytujemy wspot- 

czynniki: 

a=-1 b=2 c=4 

i obliczamy wartos¢ wyroznika: 

A=2?-4.-(-1)-4=4+16=20 

e Wyznaczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli: 
_- : aise 

Xw= —,wilec Xw=—=1 
2a 2 

Yw= = wiec Yw= oe 5 
4a —4 

stad W(1, 5). 

e Zapisujemy wzor funkcji w postaci kanonicznej: 

y=-(x—1)?+5. 

Wykres funkcji powstanie w wyniku przesunie- 

cia rownolegtego wykresu funkcji kwadratowej 

y=-x* 0 wektor v = [ay S| 



Zwiqzek miedzy wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej... 

Przyktad 4. 

Rozwazmy funkcje kwadratowa f(x) = 2x* + bx + c. Wiedzac, ze do wykresu tej funk- 

cji nalezq punkty A(0, —6) oraz B(-1, 0), obliczymy wartosci wspotczynnikow bi c. 

Nastepnie wyznaczymy zbiér wartosci funkcji fbez rysowania wykresu. 

Punkt A(0, —6) nalezy do wykresu funkgji f wiec f(0) =—6. Obliczamy wartoS¢ funk- 
cji dla argumentu 0: 

f(0)=2-0+b-0+c=c 

Poniewaz f(0) =—6, wiec c=—6. 

Podobnie punkt B(—1, 0) nalezy do wykresu funkcji f zatem f(—1) = 0. Otrzymujemy: 

0=f(-1)=2-(-1)?+b-(-1)-6 b=2-6, stad b=-4 

Wspotczynniki sa rowne: b =—4, c=—6. Funkcje f opisuje wz6r f(x) = 2x* — 4x —6. 

Zauwaz, ze parabola bedaca wykresem funkcji f ma ramiona skierowane do gory 

(dlaczego?). Zatem funkcja nie przyjmuje wartosci najwiekszej. Wartos¢ naj- 

mniejsza funkcji wyznaczymy, obliczajac druga wspotrzedna wierzchotka paraboli 

Z€ WZOTU Vy = a Mamy wiec: 
a 

Re yar 25) = yw= Te =-8, wiec ZW=(8, +0) 

Zbiorem wartosci funkcji fjest przedziat (8, +00). 

W przyktadzie 4. obliczylismy wartosé funkcji kwadratowej f dla argumentu 0 

i otrzymalismy f(0) =c. Wykonujac podobne obliczenia dla funkcji kwadratowej 

y=ax’ + bx+c (a #0), otrzymujemy kolejny wniosek. 

Wniosek: Wykres funkcji kwadratowej y = ax? + bx + c (a ¥ 0) przecina os OY 

w punkcie (0, c). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Napisz wz6r funkcji kwadratowej y =—x? — 8x — 11 w postaci kanonicznej 

i naszkicuj wykres tej funkcji w uktadzie wspotrzednych. 

2. Wyznacz wspétczynniki a, b, c funkcji kwadratowej y = ax’ + bx +c, jesli wy- 

roznik dla tej funkcji jest rowny 100, a wierzchotkiem paraboli jest punkt 

Wetton 
7 

3. Oblicz wspétrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji kwadra- 

towej f oraz wyznacz punkt przeciecia tego wykresu z osia OY, jesli: 

Alex) = ex ele bf) =x—17 c) f(x) =—V2x? + 4/2x = 1. 

4, Wyznacz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej, wiedzac, ze zbiorem 

wartoSsci tej funkcji jest przedziat (—c0, 4), a dla argumentéw 0 oraz 6 funkcja 

przyjmuje wartosé —5. 



2. Funkcja kwadratowa 

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. 
Wzor funkcji kwadratowej w postaci 

iloczynowej 

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = ax* + bx + c, gdzie a # 0, jest rowna 

liczbie punktéw wspolnych wykresu tej funkcji i osi OX. Rozwazmy rozne potozenia 

wykresu funkcji kwadratowej wzgledem osi OX w dwoch sytuacjach: jesli a > 0 (pa- 

rabola zwr6cona jest ramionami do gory) oraz jesli a < 0 (parabola zwrécona jest 

ramionami do dotu). 

a0 a<0 

1) funkcja nie ma miejsc zerowych 

UU. 
——__—_—__—__»> 

X 

1) funkcja nie ma miejsc zerowych 
——_________-» 
fone xX 

a>0iq>0,zatema-q>0 eyes CE Maeno 

2) funkcja ma jedno miejsce zerowe 

(p,q) 

[\ x 

2) funkcja ma jedno miejsce zerowe 

tna 
(p, 9) i 

a>0 i q=0,zatema-q=0 a<0 i q=0,zatema-q=0 

3) funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe 

Ap, gq) 

a>0iq<0,zatema:-q<0 

3) funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe 

(p, 9) 

fx x x 
a<0iq>0O,zatema-q<0 

Zauwazytes zapewne, ze liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej zalezy od zna- 

ku iloczynu a - q. Ponadto, druga wspotrzedna wierzchotka paraboli wyraza sie 

wzorem q = roa zatem A=—4aq. Znak wyréznika A zalezy od znaku iloczynu a - q. 

Mamy wiec: 

ed-g>0 SA<0 

e a:q=0 & A=0 

e.a°q = 0 eK > 0 

Nasze spostrzezenia prowadzgq do nastepujacego twierdzenia: 
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Twierdzenie 1. 
Funkcja kwadratowa y = ax* + bx + c, gdzie a # 0 oraz A = b* — 4ac: 
e nie ma miejsc zerowych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0, 

e ma tylko jedno miejsce zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy A= 0, 

e ma dwa miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0. 

Przyktad 1. 

Dane sa funkcje kwadratowe: 

a) f(x) =-3x?+ 2x-8 b) g(x) = 0,5x?— 4x c) h(x) = ax sx Pree 
4 

Zbadajmy liczbe miejsc zerowych kazdej z nich. 

W tym celu obliczamy wyr6znik dla kazdej z podanych funkcji: 

Ad a) Obliczamy wyroznik dla funkcji f: 

A=2?-4-(-3)-(-8)=-92 (92 <0) 

Funkcja fnie ma miejsc zerowych. 

Ad b) Obliczamy wyroznik dla funkcji g: 

A= (-4)?-4-0,5-0=16 (16>0) — 

Funkcja g ma dwa rézne miejsca zerowe. 

Ad c) Dla funkcji h otrzymujemy: 
2 

a ee ee 
2 ae 

Funkcja h ma tylko jedno miejsce zerowe. 

Wyznaczmy teraz wzory na miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = ax* + bx + ¢, 

a+0,w zaleznoSsci od wspotczynnikow a, bic. W tym celu przedstawimy wzor funk- 

cji kwadratowegj w postaci iloczynu dwoch wyrazen algebraicznych, zawierajacych 

zmienng x. Wykorzystamy do tego celu posta¢ kanonicznqa wzoru funkcji 
2 

yma x oH - 2, gdzie a +0. 
a 

e Rozpatrzmy przypadek, gdy A= 0. 

Wowczas wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej jest nastepujacy: 
2 

) y= af x +2) , gdzie a #0. 

Stad tatwo wyznaczymy miejsce zerowe: 

a| x+ 2 x+ b =) 1 ax+0 
2a 2a 

a Lae 0 

= b —b atte : = 
= Stliczba ——. xX oF czyli miejscem zerowym je 5 

8&3 
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e Rozpatrzmy przypadek, gdy A > 0. 

Po wytaczeniu wspotczynnika a przed nawias mamy: 

2 

er A 
Wyrazenie a mozemy zapisa¢ tak: 2 (bo A> 0). 

4d’ 2a 

Korzystamy ze wzoru skr6conego mnozenia na réznice kwadratow i otrzymuje- 

fest Hed tle 2a 

Ostatecznie mamy: 

(**) yaa ef |. V8 edzie a0. 

Przyrownujemy prawg strone wzoru funkcji do zerai obliczamy miejsca zerowe: 

os 258 | “b+ VA 
2a 2a 

oe, Vv eee, 
2a 2a 

SS kh 
2a 2a 

czyli miejscami zerowymi sa liczby 

-p-JA , -b+VA 
2a ee 

e W przypadku, gdy A < 0, funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych. 

Jo it @set)) 

x 

Udowodnilismy twierdzenie 2. 

Twierdzenie 2. 
Funkcja kwadratowa y = ax’ + bx + c, gdzie a # 0 oraz A= b? — 4ac: 

e ma tylko jedno miejsce zerowe, xo= me wtedy i tylko wtedy, gdy A=0 

VA -b+VA 
2a 

e ma dwa miejsca zerowe, x1= een X2= 

wtedy, gdy A > 0 

, Wtedy i tylko 

e nie ma miejsc zerowych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0. 

UWAGA: Jesli A > 0, to wz6r funkcji kwadratowej y = ax? + bx + c, gdzie a #0, mozna 
przedstawic w postaci iloczynu czynnik6w liniowych [zobacz (*) i (**)]. 
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Wz6r y=a(x—Xo)? (jesli A= 0) oraz wz6r y=a(x—x,)(x—x2) (jesli A > 0) nazy- 

wamy wzorem funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej. 

Wniosek: Jesli funkcja kwadratowa y= ax? + bx +c, gdzie a # 0, ma miejsca zerowe, 

to je) wzor mozna przedstawic¢ w postaci iloczynowe;: 
e y=a(x—Xo)’, jesli funkcja ma tylko jedno miejsce zerowe 

e y=a(x—X1)(x— X2), jesli funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe. 

Jesli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, to jej wzoru nie mozna przedsta- 

wic w postaci iloczynowej. 

Przyktad A. 

Dane sq wzory funkcji kwadratowych f g, h: 

a) f(x) = 2x2+ 6x +9 b) g(x) =x2+ 4x+4 o) h(a) = Se +x—4 

Sprawdzimy, ktore sposrod nich mozna przedstawic w postaci iloczynowej. Nastep- 

nie wyznaczymy te postac (o ile istnieje). 

W tym celu obliczamy wyroznik dla kazdej funkcji i miejsca zerowe (0 ile istnieja). 

Ad a) Dla funkcji f otrzymujemy: 

=-36, -36<0. 

Zatem funkcja f nie ma miejsc zerowych. Jej wzoru nie mozna zapisa¢ w postaci 

iloczynowej. 

Ad b) Dla funkcji g otrzymujemy: 

A=0 

Funkcja g ma jedno miejsce zerowe. Obliczamy: 

eae? 
eee 

Wzor funkcji g przedstawiamy w postaci iloczynowej: 

g(x) = (x + 2)? 

Ad c) Dla funkcji h otrzymujemy: 

(ae ie fad 8 

Funkcja h ma dwa miejsca zerowe. Obliczamy: 

VA=3 
ee aay x= 22 =2 

7.1 Phe 

fe 2 

Wzo6r funkcji h zapisujemy w postaci iloczynowe): 

h(x) = xt 4)(x— 2). 
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Przyktad 3. 

Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f: Korzystajqc z danych 

na rysunku, napiszemy w2zor tej funkcji w postaci ogdlnej. 

Z wykresu odczytujemy dwa miejsca zerowe funkcji f: 

1 oraz 3. 

Ponadto, do wykresu funkcji fnalezy punkt 

Ali, 22 | 
ja 

Wygodnie jest zapisac wzor funkcji f w postaci iloczynowej —- wOwczas we wzorze 

pozostaje do obliczenia tylko jeden wspotczynnik a. 

f(x) = a(x -1)(x-3), gdzie a > 0. 

Do wykresu funkcji nalezy punkt A (3 ; ye } zatem 

24 =a : ii : 3 |, stad 
Ms 2 Z 

a2 

Wzor funkcji fma postac: 

f(x) = 2(x— 1)(x- 3) 
Po wykonaniu dziatan zapisanych we wzorze funkcji f otrzymujemy wzor funkcji 

w postaci ogolnej: 

2(x — 1)(x — 3) = 2(x*- 3x—x+ 3) = 2x?- 8x +6, czyli 

f(x) = 2x? - 8x +6 

Wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej jest nastepujacy: f(x) = 2x*— 8x + 6. 

Przyktad 4. 

Dany jest wzor funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej f(x) = —2(x — 3)? + 8. 

Przedstawimy w2or tej funkcji w postaci iloczynowej i wyznaczymy miejsca zerowe 
funkcji f 

Najpierw sprawdzimy, czy posta¢ iloczynowa istnieje. Ze wzoru funkcji odczytujemy: 

=-2 oraz q=8, zatem 

a-q<0,czyli 

A> 0 (funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe). 

Zadanie mozemy wykonaé na dwa sposoby: 
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I sposob - doprowadzamy wzor funkcji do postaci iloczynowej ina jego podstawie 

podajemy miejsca zerowe funkcji f. 

Wytaczamy ze wzoru funkcji f(x) = —2(x — 3)? + 8 wspétczynnik (—2) poza nawias 
i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na réznice kwadratow: 

f(x) =-2[(-3)?-4] 
f(x) =-2[(-3)?-2?] 
f(x) =-2(x-3-2)(x-3+4 2) 

f(x) =-2(x-5)(x- 1) 
Ze wzoru odczytujemy miejsca zerowe funkcji f; sq to liczby 1 oraz 5. 

Il spos6b—obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej ze wzoru funkcji w posta- 

ci ogdlnej; nastepnie zapisujemy postac iloczynowag wzoru funkcji f 

Sprowadzamy wzor funkcji f do postaci ogdlne}: 

f(x) =-2(x? - 6x +9) +8 
f(x) =-2x?+ 12x-—10 

Obliczamy wartos¢ wyroéznika: A= 64 BA = 8 

Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji f: 

—12-8 _ _ -124+8 ~< =5 ee = 

2-(—2) 2-(—2) 
Zapisujemy wzor funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej: 

f(x) =-2(x-5)(x- 1) 
Wzor funkcji fw postaci iloczynowej jest nastepujacy: f(x) =—2(x—5)(x—- 1). 

Funkcja ma dwa miejsca zerowe: 1 oraz 5. 

XG 

Na podstawie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej mozemy podac¢ 

niektére wtasnosci tej funkcji. OmO6wimy je w ponizszym przyktadzie. 

Przyktad 5. 
Sc  } 

Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej f(x) = - + 1)(x-3). 

a) Odczytamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej. 

b) Obliczymy wspdtrzedne wierzchotka paraboli. 

c) Na podstawie wyznaczonych wielkoSci i wartosci wspotczynnika przy x? omo- 

wimy niektore wtasnosci funkcji f 

Ad a) Miejscami zerowymi funkcji sq liczby: —1i 3. 

87 
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Ad b) Wyznaczamy wspéirzedne (xy, yy) wierzchotka W paraboli, korzystajac z te- 

go, ze wykres funkcji kwadratowej jest osiowosymettyczny. Odcieta wierzchotka 

paraboli x, odczytamy w potowie odcinka zawartego w osi OX, ktorego koncami sa 

punkty przeciecia wykresu funkcji fz osiq OX. 

Zatem x, jest Srednig arytmetyczng miejsc zerowych funkcji f- 

Xy = = 5b skad Xy= eer 

Rzedna y,, wierzchotka paraboli obliczymy jako wartos¢ funkcji f dla argumentu xy. 

Otrzymujemy: 

i 
Vere CS Nema tote) tes 

Wierzchotek W paraboli ma wspdotrzedne (1, 1). 

Ad c) Mamy wzor funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej. Wspotczynnik przy 

x* jest rowny “2, wiec jest ujemny. Wierzchotek W(1, 1) paraboli bedacej wykre- 

sem omawianej funkcji znajduje sie nad osia OX, ramiona paraboli sa skierowane do 

dotu i przechodza przez punkty (—1, 0) i (3, 0). Zatem: 
e D=R 

e ZW=(-~, 1) 

e f(x) =0S (®=-1vx=3) 

e funkcja jest rosnaca w przedziale (—co, 1), zas malejaca w przedziale (1, +00) 

e funkcja przyjmuje najwieksza wartos¢ r6wng 1 dla argumentu 1; nie przyjmuje 

natomiast wartosci najmniejszej. 

Przyktad 6. 

Wykazemy, ze dla dowolnych wartosci parametrow min funkcja kwadratowa 

f(x) =x? + (m— 3n)x — 3mn ma miejsca zerowe. Wiedzac dodatkowo, ze funkcja fma 

jedno miejsce zerowe i f(n) = 4, wyznaczymy wzor funkcji fw postaci iloczynowej. 

Zatozenie: f(x) =x*+(m-—3n)x—3mn,xeR 

Teza: dla dowolnych liczb rzeczywistych m in funkcja fma miejsca zerowe 

Dowdd: 

Aby udowodni¢, ze funkcja f ma miejsca zerowe, wystarczy pokazaé, ze A > 0. 
Obliczamy: 

A=(m—3n)*—4-1-(—3mn) =m?*—6mn + 9n?+ 12mn=m?+ 6mn +4 9n2= (m+ 3n)? 
Dla dowolnych liczb rzeczywistych min wyrazenie (m + 3n)? jest nieujemne, wiec 

A = 0, co konczy dowéd. 
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Funkcja fma jedno miejsce zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0. Zatem: 

A=0 © (m+3n)?=0 & m+3n=0 © m=-3n 

Jesli m =—3n, to wzor funkcji fmozemy zapisaé nastepujaco: 

f(x) =x? + (m-3n)x—3mn=x?+ (-3n-3n)x-3- (-3n) -n=x?—6nx + 9n? 

Ponadto wiemy, ze f(n) = 4. Stad: 

f(n) =n?-6n-n+9n*?=n?-6n? + 9n?=4n? i f{n)=4, czyli 

4n?=4,zatem 

n’=1,skadn=—1 v n=1. 

Jeslin =—1, wowczas f(x) =x*+ 6x + 9. Wz6r funkcji fw postaci iloczynowe;: 

f(x) = (x +3) - (x +3). 

Jeslin = 1, wowczas f(x) = x?— 6x + 9. Wzor funkcji f w postaci iloczynowej: 

f(x) = (x- 3) - (®-3). 

SprawdzZ, czy rozumiesz ; 
1. Oblicz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f oraz napisz wzor funkcji fw po- 

staci iloczynowej, jesli: 

a) f(x) =-3x?-— 3x + 6 b) f(x) =x? -8x-9 0) fe) = $x? — 2x12 

2. Funkcja kwadratowa jest opisana za pomocg wzoru w postaci kanonicznej. Na 

jego podstawie ocen, czy funkcja ma miejsca zerowe. JeSli tak, zapisz wzor 

w postaci iloczynowej, bez wyznaczania wzoru w postaci og6lnej: 

a)y=4x*-1 b) y=—2(x— 7)?-2 c) y=-3(x-1)?+12 

3. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby: —8 oraz 3. Do wykresu 

funkcji fnalezy punkt A(—4, -14). Napisz wzor funkcji fw postaci iloczynowej, 

ogolnej i kanonicznej. 

4. Przedstaw wzor funkcji kwadratowej f(x) =4x*— 12x +9 w postaci kanonicznej 

oraz w postaci iloczynowej. Poréwnaj te wzory. Podaj miejsce zerowe funkcji f 

i wspotrzedne wierzchotka paraboli. Co zauwazytes? 

5. Przedstaw wzor funkcji kwadratowej f(x) =—(x — 2)(x + 2) w postaci ogélnej 

i postaci kanonicznej. Poréwnaj te wzory. Podaj wspotrzedne wierzchotka pa- 

raboli i wyznacz wspotrzedne punktu przeciecia wykresu z osia OY. Co Za- 

uwazytes? 

6. Wykaz, ze dla dowolnych wartoSci parametréw a € Rib € R— {0} funkcja kwa- 

dratowa f(x) = bx? + (a—b)x —a ma miejsca zerowe. Udowodniij, ze funkcja fma 

tylko jedno miejsce zerowe wtedy, gdy liczby ai b sa przeciwne. 
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Szkicowanie wykresow funkcji kwadratowych. 
Odczytywanie wiasnosci funkcji kwadratowej 

na podstawie wykresu 

Juz wiesz, ze wykresem kazdej funkcji kwadratowej jest parabola. Do tej pory 

szkicowalismy wykres funkcji kwadratowej y = ax* + bx +c (a # 0) na podstawie 

wzoru tej funkcji w postaci kanonicznej, postugujac sie wykresem funkcji y = ax’. 

Teraz, kiedy oprécz wspotrzednych wierzchotka paraboli potrafimy obliczy¢ miej- 

sca zerowe funkcji kwadratowej i punkt przeciecia wykresu z osiq OY, mozemy 

sporzadzi¢ wykres tej funkcji bez korzystania z przesuniecia rownolegtego wy- 

kresu funkcji y = ax’. 

Aby naszkicowa¢ wykres funkcji kwadratowej opisanej wzorem w postaci ogolnej 

y=ax*+bx+c (a#0), mozemy postapi¢ w nastepujacy sposob: 
e Podajemy wspdéirzedne punktu przeciecia wykresu z osiq OY: (0, c). 

=p =A 

2a’ 4a 
e Obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej (0 ile istnieja). 

e Zaznaczamy w uktadzie wspoltrzednych wyznaczone punkty i sprawdzamy, czy 

ich wzajemne potozenie jest zgodne ze znakiem wspotczynnika przy x’. 

e Przez zaznaczone punkty prowadzimy linie tak, by otrzyma¢é parabole. 

e Wyznaczamy wspotrzedne wierzchotka W paraboli: 

Przyktad 1. 

Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej okreslonej wzorem y = 2x? + 4x — 6. 

Nastepnie na podstawie wykresu omowimy jej wtasnoSci. 

W2zo6r opisuje funkcje kwadratowa, wiec je) wykresem jest parabola. Obliczamy 

e wspotrzedne punktu przecieciazosigOY (0,-6) 

- W(Xw, Yw) 

A=4°—4.-2-(-6)=64 

—4 —64 
Xw= =~ =-1 w=—— =-8 

Zao 4 4-2 

W(-1, -8) 

e miejsca zerowe (A > 0) 

A=64 JA=8 
Paige d cL Bake] pe Ns 

2:2 a2 

Miejsca zerowe: —3 oraz 1. 
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Zaznaczamy odpowiednie punkty Wiasnosci funkcji: 
w uktadzie wspétrzednych i szkicu- | - D=R 

jemy wykres: - ZW=(-8, +o) 
- y=06 (x=-3 vx=1) 

y>0oxe (-~,-3) U (1, +o) 

y<0exe(-3,1) 

- funkcja jest rosnaca w przedziale (—1, +o), 

funkcja jest malejaca w przedziale (—co, -1) 

—- dla argumentu —1 funkcja przyjmuje war- 

tos¢é najmniejszqa, rowng —8, 
funkcja nie osiaga wartoSsci najwiekszej 

y=2x?+4x-64 

Czasami wygodnie jest obliczy¢ jeszcze inne wartosci funkcji, dla wybranych przez 

siebie argumentow, zeby otrzyma¢ bardziej doktadny wykres. Ma to znaczenie 

szczegolnie wowczas, gdy funkcja nie ma miejsc zerowych. 

Przyktad 2. 
SS  } 

Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej f(x) = -3x + 3x —5 i na podstawie 

wykresu funkcji oméwimy jej wtasnosci. 

Wyznaczamy wspotrzedne punktow nalezacych do paraboli bedacej wykresem 

danej funkcji: 

e (0,—5) 
1 

e A=3*- on a) (-5) =-1 

ate 
Xw = Yw 

i) 
e zauwazamy, ze A < 0, wiec funkcja nie ma miejsc zerowych, 

e wybieramy kilka argumentow, dla ktorych obliczamy wartosci funkcji na pod- 

stawie jej WZOru. 

Zauwaz, ze warto szuka¢ punktow potozonych parami symetrycznie wzgledem 

osi symetrii paraboli, czyli w tym wypadku wzgledem prostej 0 rownaniu x= 3. 

Ponadto mozna wybra¢ takie argumenty, ktore znajdujq sie na osi OX stosun- 

kowo niedaleko od pierwszej wspotrzednej wierzchotka, czyli na przyktad w od- 

legtosci 1 lub 2 od xXvw. 
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W tym wypadku sa to liczby: 214 oraz 1i5. 

fQ)=-5+22+3-2-5=-1 

f(4) =f(2) =-1 
Pe yee ae ge Deets face 

f(5) =f(1) = -25 
Punkty o wspotrzednych (2, —1), (4, —1), a, 24 [s 25 | naleza do wykresu 

funkcji f. 2 

Zaznaczamy odpowiednie Wiasnosci funkcji: 

punkty w uktadzie wspotrzed- | - Ds=R 

nychi ce wykres: - ZW; = [= = 

- f(x)<0@xeER 

- funkcja jest rosnaca w przedziale (—<9, 3), 

funkcja jest malejaca w przedziale (3, +00) 

dla argumentu 3 funkcja przyjmuje wartos¢ 

najwiekszq, rowna ae 

funkcja nie osiaga wartosci najmniejszej 

Przyktad 3. 

Wykazemy, ze jeslix « Riy<¢ Rix+y=3,tox?+y? > 6,75. 

Zatozenie: x+y=3,gdziexeRiyeR 

Teza: x+y 26,75 

Dowédd: 

Ze wzoru na sume szescianow otrzymujemy: 

x+y = (x+y)(x’—xy +y’) 
Z zatozenia wiemy, ze x + y = 3, wiec y= 3 — x. Stad mamy: 

+ y= (xt+y)O?-xy+y’) =3 - [x?-x- (3 —x)4+ (3-x)] = 

=3- (x*-3x+x?+9-6x+ x?) =3 - (3x?7-9x+9) =9- (x?-3x+4 3) 

Teraz wystarczy oszacowa€ wartosé wyrazenia x* — 3x + 3. W tym celu postuzymy 

sie wykresem funkcji kwadratowej f(x) = x?— 3x + 3. 
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Wykresem funkcji f jest parabola ramionami zwrécona do gory. Funkcja f nie ma 
miejsc zerowych, bo A = (—3)?— 4-1-3 =-3, -3 < 0. Wierzchotek paraboli ma 
wspoirzedne (x, y,,), gdzie: 

pcaeollants ag 

2 2 

3 a9 3 
_= =s = ee = 

3 (3) 4 2 4 

Wykres funkcji fma z osia OY punkt wspolny (0, 3). Ponizszy rysunek przedstawia 

wykres funkceji f(x) = x?— 3x4 3. 

Zbiorem wartosci funkcji f 

jest ia +oo |, zatem ft) =x*-3x4+3 Aw ) 

A x’ — 3x +3 20,20 

Stad mamy: 

my = 9- (x= 3x 73) 2 9-0;75=6,75, 

czyli 

x3+y? > 6,75, co konczy dowod. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej fi na podstawie wykresu omow jej 

wtasnosci, jesli: 

a) fo) = 5x + x-4 b) f(x) =-x?- 4x-4 c) f(x) = 3x? —6x+ 4 

2. Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji kwadratowych 

f(x) =x2— 5x + 6 oraz g(x) =x? + 5x+ 6. 
a) Poréwnaj wykresy tych funkcji. Co zauwazytes? 

b) Rozwiaz graficznie nier6wnosé f(x) 2 g(x). 

3. Na rysunku obok znajduje sie fragment 

wykresu funkcji kwadratowej f: Wykorzystu- 

jac dane z rysunku, wyznacz wzor ogdlny 

funkcji f 

y =f) 

4. Wykaz, ze jeslix—y =4, to x*—y? > 16. 



2. Funkcja kwadratowa 

Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji 
kwadratowej w przedziale domknietym 

Funkcja kwadratowa y = ax? + bx + c, gdzie a # 0, okreSlona w zbiorze liczb rzeczy- 

wistych: 

— przyjmuje najwieksza wartos¢ rowng yw, jesli a < 0; wowczas nie ma wartosci 

najmniejszej; 

— przyjmuje najmniejszqa wartos¢ rowna yw, jesli a > 0; wowczas nie ma wartosci 

najwiekszej. 

Jesli ograniczymy dziedzine funkcji kwadratowej do przedziatu domknietego, to 

funkcja okreslona w tym przedziale przyjmuje zawsze wartosé najwiekszq i war- 

tos¢ najmniejszq. Zastandwmy sie, jak mozna wyznaczy¢ najmniejszqa oraz naj- 

wieksza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale domknietym. 

Przyktad 1, 

Na rysunkach przedstawione sq wykresy dwoch funkcji kwadratowych f(x) = x*— 4x + 3 

oraz g(x) = 3x - =e + 3. Rozwazmy te funkcje w przedziatach domknietych (wy- 

kresy funkcji odpowiadajace tym przedziatom zostaty zaznaczone kolorem nie- 

bieskim). Stwierdzimy na podstawie wykresu, jaka jest najmniejsza oraz 

najwieksza wartos¢ funkcji w tym przedziale. 

f(x) =x? — 4x + 3, xe(5,3) gx) =-5x? - Sx +3, x e(-4,-2) 

AY 

14 
Steet g(x) = ax 7Xxt3 

W przedziale 3 3 funkcja f przyjmuje 

najmniejszq wartosé ae -1, a naj-| w przedziale (-4, —2) funkcja g przyj- 

wiekszq wartos¢ rowna nr (najednym | muje najmniejszq wartos¢ rowna —3, zas 

najwieksza wartos¢ r6wng 2 (obie war- 

AOR COW BIZ Heraitl toSci na koncach przedziatu). 



Najmniejsza oraz najwieksza wartosé funkcji kwadratowej w przedziale domknietym 95 

Najmniejszej oraz najwiekszej wartosci funkcji kwadratowej w_ przedziale 
domknietym szukamy w trzech punktach nalezacych do wykresu funkcji: w wierz- 
chotku paraboli oraz na koncach wykresu, wyznaczonych przez konice przedziatu. 

Jak znalez¢ najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale 
domknietym bez szkicowania wykresu tej funkcji? 

Aby znalezé najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej f(x) = ax*+ bx +c, 

gdzie a + 0, w przedziale domknietym (m, n), wystarczy wykona¢ nastepujace 
czynnosci: 

1. 

a 

Obliczyé wielkosci: f(m), f(n) oraz x,,. 

Sprawdzi¢, czy x, nalezy do przedziatu (m, n), a nastepnie: 

@ jesli xy € (m,n), wOwczas: 

— obliczyé yw 

— wybraé¢ wartosé najwieksza i wartos¢ najmniejsza sposrdd liczb f(m), f(n), 
Yw; Sa to szukane wielkoSci; 

e jesli xy ¢ (m,n), wowczas: 

— wybraé wartos¢ najwieksza i wartos¢ najmniejszq funkcji w danym prze- 

dziale sposrdd liczb f(m) i f(n). 

Przyktad 2. 

Nie szkicujac wykresu funkcji kwadratowej f(x) =—x* + 2x — 8, obliczymy najwiek- 

SZq oraz najmniejsza wartos¢ tej funkcji w przedziale (0, 4). 

tp 

2. 

Wyznaczamy potrzebne wielkosci. 

oy 3 (4) 16" x,-1 
Zauwazamy, ze xX, € (0, 4). Zatem obliczamy y,,. 

Vu=a7 

(Wspétczynnik przy x* we wzorze funkcji kwadratowej f(x) =—-x* + 2x—8 jest ujemny, 

wiec funkcja kwadratowa przyjmuje wartos¢ najwieksza r6wna-—7 w catym zbiorze R). 

Funkcja fw przedziale domknietym (0, 4) przyjmuje najwiekszq wartos¢ rowng —7; 

najmniejszq wartoscig funkcji jest mniejsza z liczb f(0) oraz f(4), czyli —16. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1; Wyznacz wartos¢ najmniejszq oraz wartos¢ najwieksza funkcji 

f(x) = 2x?—12x+10 w przedziale: 
a) (2, 6) b) <-10, 0) 

. Wyznacz wartos¢ najmniejszq oraz wartos¢ najwieksza funkcji 

f(x) =—5(x + 5)*—10 wprzedziale: 

EV eee?) b) <3, 5) 



2. Funkcja kwadratowa 

Badanie funkcji kwadratowej 
- zadania optymalizacyjne 

Wiedza o wtasnoSsciach funkcji kwadratowej ma szerokie zastosowanie w roz- 

wiazywaniu problemoéw praktycznych. W tym temacie przedstawimy przyktady 

wykorzystujace wzor funkcji kwadratowej, jej wykres oraz wartos¢ najwieksza 

(najmniejsza) funkcji, przyjmowang w okreslonym przedziale. 

Przvktad i 

Droga jednokierunkowa prowadzi przez tunel, kt6rego przekr6j poprzeczny ma 

ksztalt paraboli, kt6ra mozna opisa¢ rownaniem y =—0,18x? + 1,8x, gdzie x € (0, 10). 

Jaka maksymalng wysokos¢é moze mie¢ samochdéd dostawczy o szerokoSci 2,6 m, 

jadacy Srodkiem tunelu, aby zmieScit sie w tym tunelu? 

Zbudujmy model matematyczny tej sytuacji. Naszkicujmy fragment wykresu funk- 

cji y =—0,18x? + 1,8x (te czes¢, ktora ,opisuje” tunel). Miejsca zerowe odczytamy ze 

wzoru funkcji w postaci iloczynowej: 

y=—0,18x? + 1,8x =—0,18x(x — 10), stad x, = 0, x2 = 10. 

Okazuje sie, ze w podstawie tunel ma szerokos¢ 10 m. 

Osia symetrii paraboli jest prosta o rownaniu x= 5; wspotrzedne wierzchotka para- 

boli sag rowne [s, 4 51 

» 
10 X[m] 

Samochdd ciezarowy ma szerokosé 2,6 m. Zatem boki samochodu beda znajdowalty 
sig w odlegtosci 1,3 m od osi symetrii tunelu. Oblicazmy wysokoéé tunelu w tej 
sytuacji: 

f(6,3) =—0,18 - (6,3)? + 1,8 - 6,3 = 4,1958 (m) 

Aby samochéd mégt przejechaé przez tunel, jego wysokosé musi byé mniejsza od 
4,1958 m. 
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Przyktad 2. 

Boisko do siatkowki ma dtugos¢ 18 m. Podczas meczu siatk6wki zawodniczka z dru- 
zyny Arka” serwowata z wysokosci 0,57 m, wzdtuz linii bocznej (pitka znajdowata 

sie nad koncowa linia boiska). Pitka przeleciata na boisko druzyny przeciwnéj, 

osiagajac maksymalna wysokosé doktadnie nad siatka. Zawodniczka z druzyny 

,Barka” odebrata pitke na wysokosci 2,25 m, w odlegtosci 5 m od siatki, na linii toru 

lotu pitki. Wiedzac, ze modelem matematycznym toru lotu pitki jest fragment para- 

boli o rownaniu y = —0,03x? + bx + c (gdzie x oznacza odlegtos¢é punktu boiska od 

koncowgej linii boiska, z kt6rej wykonano serw), wyznaczymy wspotczynniki b ic 

oraz obliczymy, jaka maksymalna wysokoé¢ osiagneta pitka. 

ad 
X [m] 

Zawodniczka z druzyny ,,Barka” odebrata pitke na linii znajdujacej sie w odlegtosci 

14 m od linii serwu. Mozemy przyja¢, ze dziedzina funkcji y = —0,03x? + bx + c jest 

zbidr D = (0, 14). 

Zauwazmy, ze f(0) =0,57 oraz f(14) =2,25. 

Rozwiazujemy uktad rownan: 

cad Uo C0157 

ae +b-14+¢=2,25 fines 

e=0,57 

ee 

Wz6r funkcji opisujacej tor lotu pitki ma posta¢: y = —0,03x? + 0,54x + 0,57. Wspét- 

czynnik przy x* we wzorze funkcji jest ujemny. Aby wiec obliczy¢, jaka najwieksza 

wartos¢ przyjmuje ta funkcja, wyznaczamy najpierw Xy. 

Xyv=9, 9€(0,14) 

Nastepnie obliczamy y,,. 

Yw=f(%w), wiec f(9) =3 
Pitka osiggneta maksymalnq wysokoSé 3 m. 

W naukach przyrodniczych duza role odgrywaja zagadnienia zwiqgzane z wyznacza- 

niem tych argumentow funkcji, dla ktorych funkcja przyjmuje (w pewnym prze- 

dziale) najwiekszq lub najmniejsza wartoSc. Zadania dotyczace takich zagadnien 

okresla sie mianem zadan optymalizacyjnych. 

el 
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Przyktad 3. 

Wiasciciel jeziora chce wybudowaé pomost, ktéry wyznaczatby kapielisko strze- 

zone. Kapielisko ma mie¢ ksztalt prostokata. 

omen jezioro 

kapielisko 

plaza 

WiaSciciel moze sfinansowa¢ budowe 64 m pomostu. Zauwazmy, ze w zaleznosci od 

wymiarow kapieliska (przy ustalonej dtugosci pomostu) jego powierzchnia moze 

by¢é rozna, na przyktad: 
e prostokat o wymiarach 5 mna54 mma pole 270 m?, 

e prostokat o wymiarach 14 m na 36 m ma pole 504 m*, 

e prostokat o wymiarach 22 m na 20 m ma pole 440 m?. 

Jakie wymiary powinno wiec miec kapielisko, aby jego powierzchnia byta naj- 

wieksza? 

Przyjmijmy oznaczenia: 

x — dtugos¢ boku kapieliska prostopadtego do brzegu (w metrach) 

y - dtugos¢ boku kapieliska rownolegtego do brzegu (w metrach) 

2x+y=64 

P=x-y— pole powierzchni kapieliska 

y = 64 — 2x, wiec P(x) =x - (64 — 2x) 

Otrzymalismy funkcje opisujaca pole P powierzchni kapieliska w zaleznosci od 

dtugosci boku x (prostopadtego do brzegu). Ustalmy dziedzine tej funkcji. Diugosci 
bokow sq liczbami dodatnimi, wiec: 

(x>0iy>0) & > 0164—2x OS (x 0132S ere) 

zatem D= (0, 32). 

Porzadkujemy wzor funkcji: P(x) =—2x* + 64x, gdzie x € (0, 32). 

Wykresem funkcji y =—2x? + 64x w zbiorze R jest parabola zwrécona ramionami do 

dotu; funkcja osiaga najwiekszq wartos¢ dla argumentu 16. Zauwazmy, ze 16 nalezy 

rowniez do dziedziny funkcji pola okreslonej przez warunki zadania. Z tego wynika, 

ze funkcja P(x) =—2x* + 64x, x € (0, 32), osiaga najwiekszq wartosé dla argumentu 
16. Diugos¢ boku réwnolegtego do brzegu obliczymy nastepujaco: 

y=64-2-16=32 

Pole powierzchni kapieliska bedzie najwieksze wtedy, gdy jego wymiary beda wy- 

nosi¢€ 16 mna32m (i bedzie rowne 512 m2), 
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Przyktad 4. 

Z kawatka ptotna w ksztatcie tréjkata ostrokat- 

nego 0 podstawie 2 m i wysokosci opuszczonej 

na te podstawe rownej 1 m hafciarka chce 

wycia¢ prostokatna serwete, w sposoéb przed- 

stawiony na rysunku. Jakie powinny byé wy- serweta 

miary serwety, aby jej pole byto jak najwieksze? 

Przygotujmy rysunek z oznaczeniami. 

|AB| =2 m, |CD| =1m, 

|ML| =|NK|=x, |NM|=|KL|=y, gdziex > Oiy>0. 

Pole serwety wyraza sie wzorem P=x - y. Zauwazmy, ze ANMC ~ AABC i zachodzi 

rownosé 

|NM|_ |CE| 
—— = — ., czyli 
IAB| = |CD 

Yu1-X shad 
2 d! 

y=2-—2x. 

Po podstawieniu y = 2 — 2x do wzoru P = x - y otrzymujemy wzor na pole serwety 

w zaleznosci od dtugosci jednego z jej bokéw: 

P(x) =x - (2 — 2x) =-2x*+ 2x 

Nalezy jeszcze okresli¢ dziedzine tej funkcji. Zauwaz, ze x € (0, 1) (dlaczego?). 

Wyznaczmy argument, dla ktorego funkcja pola P przyjmuje najwiekszq wartosc. 

Wykresem funkcji jest parabola, ramionami skierowana do dotu. Funkcja osiaga 

najwieksza wartos¢ dla argumentu 7 Liczba F nalezy do przedziatu (0, 1), wiec 

spetnia warunki zadania. Obliczmy dtugoS¢ drugiego boku serwety: y= 2-2: ; =1. 

Hafciarka powinna wycia¢ serwete 0 wymiarach ; mna1m. 
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Przyktad 5. 
RES 

Wtasciciel sklepu kupuje w hurtowni gry komputerdwe w cenie 80 zt za sztuke, 

a sprzedaje po 130 zt. Miesiecznie sprzedaje 40 gier. Sprzedawca zbadat rynek 

i oszacowat, ze kazda obnizka ceny gry w jego sklepie o 1 zt zwiekszy liczbe sprzeda- 

nych gier o jedng sztuke. Jaka powinien ustali¢ nowa cene witasciciel sklepu, aby 

jego miesieczny zysk byt najwiekszy? 

Oznaczmy przez n(n € N,) wysokos¢ obnizki ceny gry w ztotych. Po obnizce ceny 

on zt (n < 50) cena jednej gry w sklepie bedzie wynosi¢ (130 — n) zt, ale jedno- 

czeSnie liczba sprzedanych gier w miesiagcu bedzie rowna (40 + n). Wartos¢ hur- 

towa sprzedanych gier (w zt) jest rowna (40 + n) - 80, a kwota (w zt) uzyskana ze 

sprzedanych gier w sklepie wynosi 

(40 + n)(130—n) 

Miesieczny zysk wiasciciela sklepu jest rowny 

f(n) = (40 + n)(130 — n) — (40 + n)80 

Porzadkujemy wzor funkcji f: 

f(n) =—-n? + 10n + 2000, gdzien € N,in < 50 

Funkcja fprzyjmuje najwiekszq wartosé¢ dla argumentu 5 (5 spetnia warunki zadania). 

Wtasciciel sklepu osiqggnie najwiekszy miesieczny zysk wowczas, edy ustali cene 

gry w wysokosci 125 zt. 

Przyktad 6. 
mE 

Suma dtugosci dwoéch bok6éw tréjkata wynosi 4, a miara kata pomiedzy tymi bokami 

jest rowna 60°. Obliczymy, jaki moze by¢ najmniejszy obwdd tego tréjkata. 

Analiza: 

Przyjmijmy oznaczenia: 

|BC| =x, |AB| = 4—x,x € (0, 4) 

|AC|\=y,0<y<4 

L - obwod trojkata ABC 

L=y+4 

Do wyznaczenia dtugosci boku AC, w zaleznosci od x, skorzystamy z twierdzenia 
cosinusow. 

Rozwiazanie: 

Z twierdzenia cosinusow: 

|AC|? = |AB|? + |CB|?— 2 - |AB| - |CB| - cos 60° 

=(4—x)24x2=2.(4—-x)-x- ; 
y*=16-8x+x24+x*- 4x4 x? 
y? = 3x*—12x+ 16 
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Zauwazmy, ze wyrazenie 3x*— 12x + 16 jest dodatnie dla kazdego x € R (parabola 
bedaca wykresem funkcji g(x) = 3x?— 12x + 16 skierowana jest ramionami do géry 

i lezy nad osia OX, bo A < 0). Zatem 

y=./3x?-12x +16 

Stad obwod tréjkata ABC, w zaleznosci od x, wynosi: 

L(x) =./3x°-12x +16 + 4, gdzie x € (0, 4). 

Obw6d jest najmniejszy, gdy funkcja 

g(x) = 3x?—12x+ 16 

przyjmuje najmniejszq wartos¢ w zbiorze (0, 4). Obliczmy zatem odcieta wierz- 

chotka paraboli bedacej wykresem funkcji g: 

a Ge 2) Xy= ——— = 2 
6 

Poniewaz xX, € (0, 4), wiec jesli x = 2, to wartos¢ funkcji g jest najmniejsza i wynosi 4, 
poniewaz: 

g(2) =3 -27-12-2+16=4 
Wowczas 

aA 2) — J4=2 (speinione jest zatozenie 0 < y < 4). 

Najmniejszy obwdd trdéjkata moze by¢ rowny 6. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rzucono kamien pionowo do gory z predkoScig poczatkowg 12 m/s. Zaleznosé 

miedzy wysokoScia S kamienia a czasem t wyraza sie wzorem S(t) = 12t—5t?. 

Jaka najwieksza wysokoS¢ osiagnie ten kamien? 

2. Tor lotu pitki wyrzuconej z wysokoSci 2 m ilustruje rysunek. 

Przyjmujac, ze krzywa na rysunku jest 
S [m] - ; : 

fragmentem paraboli, oraz wiedzac, ze 

po 4,9 s lotu pitka osiagneta najwieksza 

wysokosé rowng 26,01 m, wyznacz 

, wzor funkcji w postaci ogolnej, opisu- 

jacej zwiazek miedzy wysokoscig, na 

jaka wzniosta sie pitka, a czasem lotu. 

cfs Podaj dziedzine tej funkcji. Po ilu se- 

kundach lotu pitka spadta na ziemie? 

3. Rozpatrujemy trojkaty rownoramienne, w ktorych suma dtugosci podstawy 

i wysokoSsci opuszczonej na te podstawe jest rowna 12 cm. Wyznacz dtugosci 

bokow tréjkata majacego najwieksze pole. 

4. Ogodzinie 13° statek ,Batory” ptynacy z portu P na zachod ze stata predkoscia 

20 km/h znajduje sie w odlegtosci 10 km od tego portu, zas statek ,Moniuszko” 

ptynacy na potnoc do portu P ze stata predkoscig 40 km/h znajduje sie w od- 

legtosci od tego portu 6 razy wiekszej niz statek ,,Batory”. Oblicz, o ktorej go- 

dzinie odlegtosé miedzy statkami bedzie najmniejsza i ile ta odlegtos¢ bedzie 

wynosic. 
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Rownania kwadratowe 

Do tej pory rozwiazywates gtéwnie rownania liniowe, czyli takie, ktore mozna do- 

prowadzi¢ do postaci ax + b= 0 (x jest niewiadomga; a, b sq ustalonymi liczbami rze- 

czywistymi). Obecnie zajmiemy sie rownaniami kwadratowymi. 

Definicja 1. 
'Rownaniem kwadratowym (z niewiadomg x) nazywamy rownanie, ktore mo- 

zna doprowadzi¢ do postaci ax’ + bx + c= 0, przy czym a, b, c sa ustalonymi licz- 

'bami rzeczywistymi oraz a # 0. 

W rownaniu kwadratowym nie da sie wyznaczy¢é niewiadomej x w taki sposob, jak 

w przypadku réwnan liniowych. Mozna natomiast korzysta¢ z wtasnosci funkcji 

kwadratowej. Rozwiaza¢ rownanie ax’ + bx+c=0, gdzie a ¥ 0, oznacza wyznaczy¢ 

argumenty funkcji y = ax* + bx + c, dla ktorych przyjmuje ona wartos¢ zero. Zatem 

rozwiazanie rownania kwadratowego sprowadzamy do obliczenia miejsc zero- 

wych odpowiedniej funkcji kwadratowej. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
Réwnanie kwadratowe ax’?+ bx +c=0, gdziea#0iA=b?*—4ac: 

e nie ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0 

e majedno rozwiazanie, Xo = oa wtedy i tylko wtedy, gdy A=0 

Shae Mi nae —b+VJA 

2a 2a 
e ma dwa rozwiazania, xX1= , Wtedy i tylko wtedy, 

gdy A> 0. 

Korzystajac z twierdzenia 1., mozemy rozwiazac dowolne rownanie kwadratowe. 

Przyktad de 

Rozwiazemy rownania: 

a) 2x2-x+10=0 b) x0+ 6x+27=0 

c) x*-x-6=0 d) (3x—2)?=(x+1)(x+4) 

Ad a) Wypisujemy wspotczynniki r6wnania: 

a=2, b=-1, c=10 

Obliczamy wyroznik: 

A=(-1)?-4-2-10=-79, -79<0 
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Poniewaz wyroznik dla funkcji kwadratowej y = 2x? — x + 10 jest ujemny, wiec 
rownanie 2x*—x + 10 = 0 nie ma rozwiazan (czyli jest sprzeczne). 

Ad b) Wspotczynniki sa nastepujace 

a=, b=6, c=27 
3 

Obliczamy wyr6oznik. 

A=36-4-2-27=0 

Wyroznik dla funkcji kwadratowej y = ax? + 6x +27 jest rowny zeru, wiec rownanie 

se + 6x + 27 = 0 ma tylko jedno rozwiazanie. Obliczamy: 

X= a czyli xX) =-9 
aoe 

3 

Rozwigzaniem rownania jest liczba —9. 

Ad c) Wyznaczamy wyroznik dla funkcji kwadratowej y = x?-x-6. 

A=(-1)?-4-1-(-6)=25, skad JA=5. 
Rownanie x*—x-—6=0 ma dwarozne rozwiazania. Obliczamy: 

Peeps! Den, yoilalls Sey, 
2-1 2-1 

Rozwiazaniami rdwnania sq dwie liczby —2 oraz 3. 

Ad d) Najpierw nalezy doprowadzi¢ dane r6wnanie do postaci ax*+ bx+c=0,a#0. 

(3x —2)?=(x+1)(x+4) 

9x?-12x+4=x?+4x+x+4 

8x?—17x=0 

Wypisujemy wspotczynniki. 

a=8 b=-17 c=0 

Obliczamy wyréznik dla funkcji kwadratowej y = 8x*— 17x. 

A=(-17)?-4-8-0=172. VA=17 
Roéwnanie ma dwa rozwigzania, ktore wyznaczamy. 

. bea Hive abel ee 
! 2.8 eit SY.) 8 

‘piey. di 
Rozwiazaniami rownania sq dwie liczby: 0 oraz 2 ee 

W niektorych przypadkach mozemy rozwigza¢ rownanie kwadratowe w inny spo- 

sb. Przyjrzyjmy sie rownaniom, kt6re mozna doprowadzic do postaci ax? +c=0, 

gdziea-c>0. 
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Przyktad 2. 
nile ; \ 

Rozwigzemy rownania: 
a) 5x? 1 =0 b) -3x?-2=0 

Ad a) Lewa strona r6wnania jest suma dwoch wyrazen, z ktorych jedno przyjmuje 

wartosci nieujemne (5x 2), a drugie jest dodatnie (1). Zatem dla dowolnej liczby rze- 

czywistej x lewa strona przyjmuje wartos¢ dodatnig i nie moze by¢ rowna zeru. 

Wnioskujemy zatem, ze rownanie 5x*+1=0 nie ma rozwigzan. 

Ad b) Lewa strona r6wnania jest suma dwoch wyrazen, z ktérych jedno przyjmuje 

wartoSsci niedodatnie (-3x2), a drugie jest ujemne (—2). Zatem dla dowolnej liczby 

rzeczywistej x lewa strona rownania jest ujemna i nie moze sie rowna¢ zeru. 

Rownanie —3x?—2=0 nie ma rozwigzan. 

Sprobuj uogélni¢ rozumowanie z przyktadu 2. i omdéwi¢ rozwiazanie rownania 

ax? + c=0 w przypadku, gdy a-c> 0. 

W rozwiazywaniu rownan kwadratowych bardzo czesto stosujemy metode wyko- 

rzystujaca ponizszq wtasnosc. 

Iloczyn dwoch liczb jest rowny zeru wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna 

z nich jest rowna zeru, co mozna zapisa¢ symbolicznie: 

a-b=0@(a=0vbD=0) 

Wowczas staramy sie przedstawi¢ tréjmian kwadratowy w postaci iloczynu wyra- 

zen liniowych. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy tréjmian ma miejsca zerowe. 

Przyktad 3S: 

Rozwiazemy rownania: 

)) (be AW) b) 3x*-6x=0 c) (x-—5)(x+ 3) =-2x(x-5) 

Ada) Wyrazenie 7x” przyjmuje wartos¢ 0 tylko wtedy, gdy x*=0, czyli wtedy, gdy 

x = 0. To znaczy, ze jedynym rozwigzaniem rownania jest liczba 0. 

Ad b) Rownanie 3x*—6x=0 ma postaé ax? + bx=0 (c=0). W takiej sytuacji mo- 
zemy wytaczy€¢ x poza nawias: 

x - (3x- 6) =0, stad 

X= Oy 3x—6 = 0, co zNaczy, ze 

X=0 Vv x=2 

Rownanie ma dwa rozwiazania: 0 oraz 2. 

Zwro¢ uwage na to, ze jeSli rownanie ma posta¢ ax? + bx = 0, to jednym z jego roz- 
wigzan jest zawsze liczba 0. 

Ad c) Rownanie zapisujemy w postaci: 

(x —5)(x + 3) + 2x(x-5)=0 



Rownania kwadratowe 

Rownanie mozna sprowadzié do postaci ax? + bx + c= 0 (a ¥ 0), nastepnie ze wzo- 

row na miejsca zerowe funkcji kwadratowej obliczyé jego rozwiazania. 

Ale mozemy tez zauwazy¢, ze lewa strona jest suma dwoch iloczynow, w ktérych 

wystepuje taki sam czynnik (x — 5). Korzystajac z prawa rozdzielnosci mnozenia 

wzgledem dodawania, wytaczymy ten czynnik poza nawias, w ktérym pozostang 
wyrazenia (x + 3) oraz 2x: 

(x—5) - [(x+ 3) + 2x] =0 

(x—5)-(8x+3)=0, stad 

x-—5=0 v 3x+3=0 

x=5 v x=-1 

Rownanie ma dwa rozwigzania: 5 oraz —1. 

Stosujac metode przedstawiona w przyktadzie 3., czesto rozwiazemy rownanie 

kwadratowe szybciej, niz gdybySmy sprowadzali je do postaci ax? + bx + c= 0, gdzie 

a+ 0,anastepnie korzystali ze wzor6éw na miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Nie 

zawsze jednak widzimy wspdolny czynnik, kt6ry pozwolitby przedstawi¢ wzor funk- 

cji kwadratowej w postaci iloczynu dwoéch wyrazen liniowych. Czasem wygodne 

moga sie okaza¢é wzory skréconego mnozenia. 

Przyktad 4. 

Rozwiazemy rownania: 

a) 4x?=25 Db) x74 2x+1=0 c) 4x?-12x+9=0 

Ad a) Réwnanie przedstawiamy w postaci ax*+c=0 (a-c< 0). 

4x? 25=0 

Lewa strona jest roznica kwadratow, wiec stosujemy wzor skréconego mnozenia. 

(2x)? -5*=0 

(2x —5)(2x+5)=0, stad 

2x—5=0 v 2x+5=0 

x=2,5 v x=-2,5 

Réwnanie ma dwa rozwiazania: 2,5 oraz —2,5. 

Sprobuj wyznaczy¢ rozwigzania rownania ax*+c=0 (a-c <0) wprzypadku ogolnym. 

Ad b) Na podstawie wzoru na kwadrat sumy rownanie x’ + 2x + 1=0 mozna za- 

pisa¢ jako 

(x+1)?=0, skad 

oi 

x=-1 

Rozwiazaniem rownania jest tylko liczba —1. 

Ad c) Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roznicy. 

(2x) = 2" 2x3 +37=0 
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(2x—3)?=0, zatem 

2x-3=0 

x=1,5 

Rownanie ma tylko jedno rozwiazanie: 1,5. 

Na koniec oméwimy inne metody rozwiazywania rownan kwadratowych. 

Przyktad 5. 

Rozwiazemy réwnanie x?— 10x+5=0. 

W rozwiazaniu tego rownania skorzystamy najpierw ze wzoru: a?— 2ab + b*=(a—b)’. 

W tym celu przeksztatcimy lewg strone rownania w nastepujacy sposob: 

= 10x+5=0 

(x?-2-x-54+25)-25+5=0 

(x-5)2-20=0 
Otrzymane réwnanie mozemy rozwiazac na dwa rézne sposoby. 

I sposéb - korzystamy ze wzoru: a?— b*=(a—b)(a+b). 

(x-5)°-(V20)"=0 
(x-5)’- (2¥5)°=0 
(x-5-—2J5)(x-5+2¥5) =( 

x-5-2V5=0 v x-5+2V5=0 
x=54+2V5 v x=5-2)5 

Il sposéb - korzystamy z wtasnosci wartosci bezwzglednej. 

(x-—5)?=20 
Obie strony r6wnania sq nieujemne, wiec mozemy obliczy¢ pierwiastek 

kwadratowy kazdej ze stron. Stad: 

v(x -5)’ = 20 
jx—5| =2V5 
5 24/5 Vax Seal5, zatem 

wears Vv Yaa oS 

Réwnanie x*— 10x +5=0madwa rozwigzania: 5 — Das oraz 5+ a5: 

Przyktad 6. 

Rozwiazemy graficznie rownanie (x — 3)(x + 1) =—2x + 1. 

Dane rownanie mozemy potraktowa¢ jako rownos¢ wartosci dwéch funkcji tej sa- 
mej zmiennej x: 

funkcji kwadratowej f(x) = (x — 3)(x + 1) oraz 

funkcji liniowej g(x) =—2x + 1. 



ee arenas OY 

Rozwiazac rownanie (x — 3)(x + 1) =—2x + 1 to wyznaczyé wszystkie argumenty, dla 

ktorych funkcje fi g przyjmuja te sama wartoSsé¢, albo wykaza¢, ze takie argumenty nie 

istnieja. W tym celu we wspdlnym uktadzie wspolrzednych naszkicujemy wykresy 
obu funkcji. Wykresem funkcji fjest parabola ramionami skierowana do gory, ktora 

ma z osia OY punkt wspdlny (0, —3). Funkcja f ma dwa miejsca zerowe —1 oraz 3. 

Wierzchotek paraboli to punkt (1,—4). Wykresem funkcjig jest prosta, kt6ra ma z osia 

OY punkt wspdolny (0, 1). Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 0,5 (sprawdz!). 

bie 

fQ) = &-3)+ D 

Wykresy przeciety sie w punktach A(-—2, 5) oraz B(2, —3). 

Sprawdzenie: 

e f(—2)=(-2-3)(2 +1) =-5- (-DY=5 i g-2) =-2-(-2)+1=441=5 

e f(2)=(2-3)(2 +1) =(-1) -3=-3 i g(2) =-2-24+1=-44+1=-3. 

Oznacza to, ze dla argumentow ~2 oraz 2 funkcje fi g przyjmujq te samq wartoSsc. 

Rozwigzaniami rownania (x — 3)(x + 1) =—2x+ 1 sq liczby —2 oraz 2. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz rownania dwoma sposobami: 
a) -x7+81=0 b) 4x2+16=0 c) -3x?-7=0 d) 0,5x?2+ 8x=0 

2. Rozwigz rownania dwoma sposobami: 
a) x2—16x+64=0 b) 4x2+4x+1=0 
c) x(4+x)+x?=0 d) (x + 1)(x-1) = (2x+5)(x+ 1) 

3. Rozwiaz rownania: 

a) 5x?-x+B=0 b) x2—-2x-3=0 

c) (x + 0,5)? = 2x d) -(x + 2)? + 16x?=0 

4, Rozwiaz rownania, stosujac wzor na kwadrat sumy lub kwadrat réznicy dwoch 

wyrazen, jesli: 

a) x*-6x+6=0 b) 4x*+12x+1=0 

5. Rozwiaz graficznie rownania: 

a) x*-4x=2x-5 b) 4—(x-1)?=4x 
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Rownania prowadzace do r6wnan kwadratowych 

Umiejetnos¢ rozwiazywania rownan kwadratowych jest przydatna do rozwiazy- 

wania rownan innego rodzaju, np. rownan typu ax* + bx* + c= 0 (a # 0) lub niekto- 

rych rownan, w ktérych niewiadoma wystepuje pod znakiem pierwiastka stopnia 

parzystego. 

I. Rownania typu ax* + bx* +c =0, gdzie a #0 
Rownanie ax* + bx? + c=0, gdzie a# 0 nazywamy rownaniem dwukwadratowym. 
Rownanie dwukwadratowe tatwo daje sie sprowadzi¢ do rownania kwadratowego 

przez wprowadzenie niewiadomej pomocniczej t, gdzie t = x. Wowczas rownanie 

ax* + bx? +c =0 (a #0) mozna zapisaé w postaci at? + bt + c = 0, gdzie t = x’. 

Przyktad 1. 

Rozwiazemy rownania: 

a) X= 6x*=7=0 b) x*— 13x?+ 36=0 

Ad a) Rownanie x*— 6x*— 7 = 0 mozna zapisaé w postaci 

(x2)? 6x27 =0 
Wprowadzamy niewiadoma pomocnicza t, gdzie x* = t i sprowadzamy rodwnanie 

dwukwadratowe do réwnania kwadratowego t*— 6t—7 = 0 (z niewiadomg ft). Réw- 

nanie to ma dwa rozwigzania —1 oraz 7 (sprawdz!). Nastepnie wracamy do pod- 

stawienia i otrzymujemy: 

x*=-1 Vv x ery 

rownanie sprzeczne MEQ X= Sd A 

Réwnanie dwukwadratowe x*— 6x?— 7 = 0 ma dwa rozwigzania: aig oraz ge 

Ad b) Réwnanie dwukwadratowe x* — 13x’ + 36 = 0 sprowadzamy do r6wnania 

kwadratowego z niewiadoma t, przez podstawienie x* = t. Otrzymujemy: 

t?-13t+36=0 

A=25,JA=5,t=4 v t=9,stad 

NAPE AN aXe en, czyli 

XS=2V XSL YV X= V XS 3 

Rownanie x*— 13x? + 36 = 0 ma cztery rozwiazania: —3, —2, 2, 3. 

Przyktad 2. 

Wykazemy, ze rownanie x*— 6x* + 18 = 0 jest sprzeczne. 

Stosujemy podstawienie x*= t i rownanie x*— 6x* + 18 = 0 sprowadzamy do rowna- 
nia kwadratowego: 

(?— 66-18 =0 

A=—36, —36 <0 
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Wyroznik rownania kwadratowego jest ujemny, wiec rownanie to nie ma roz- 
wigzan. 

Zatem rownanie dwukwadratowe x*— 6x? + 18 = 0 jest sprzeczne. 

Powyzsze przyktady pokazuja, ze liczba rozwiazan rownania dwukwadratowego 

ax* + bx? + c=0 (a #0) zalezy nie tylko od liczby rozwiazan rownania kwadratowego 

at*+ bt+c=0, gdziex*=t, ale takze od znak6w tych rozwiazan (rozwiazania ujemne, 
dodatnie, rowne zeru). 

Przyktad 3. 
SS 

Zastanowmy sie, kiedy rownanie dwukwadratowe: 

a) nie ma rozwiazan b) ma trzy rézne rozwigzania. 

Ad a) Aby rownanie dwukwadratowe ax* + bx*+ c= 0 (a #0) nie miato rozwiazan, 

wystarczy, ze rownanie kwadratowe at* + bt + c= 0, gdzie t = x’, spetnia jeden z po- 

nizszych warunkow. 

1) Rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan (A < 0). 

2) Rownanie kwadratowe ma jedno rozwiazania, ale rozwigzanie to jest ujemne 

(A=0it)< 0). 

3) Rownanie kwadratowe ma dwa rozwiazania, ale oba rozwigzania sq ujemne 

(A>0it,<0it,<0). 

W tabeli ponizej podane sa przyktady r6wnan kwadratowych i odpowiadajacych im 

rownan dwukwadratowych, uwzgledniajacych wszystkie trzy przypadki. 

| rownanie kwadratowe rownanie dwukwadratowe 
| przypadek | 
| | at?+ bt+c=0,a#0 ax*+ bx?+c=0,a#40 

| np. 2—3t+5=0 
1) x4— 3x2+5=0 

| A=-11 

inp. (4t+ 1)2=0, czyli 
2) pC ) d 16x*+ 8x4+1=0 

16t?+ 8t+1=0, A=0, to=—0,25 — 

/np. (t+ 1)(t + 3) =0, czyli 
3) pA x*+ 4x2+3=0 

| + 4¢+3=0, A=4, t:=—1, t2=-3 eaietes a 

Ad b) Aby rownanie dwukwadratowe ax’ + bx? + c= 0 (a # 0) miato trzy rézne roz- 

wiazania potrzeba, aby rownanie kwadratowe at* + bt + c=0, gdzie t=x* miato dwa 

rozwiazania, z ktorych jedno jest dodatnie, a drugie rowne zeru. Przyktadem ta- 

kiego rownania kwadratowego jest: 

t(t — 8) =0, czyli t?- 8t=0. 

Zatem rownanie dwukwadratowe ma postaé x*— 8x’ = 0. 
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Il. R6wnania, w ktorych niewiadoma wystepuje pod znakiem pierwiastka stopnia 

parzystego 

Rownania, w ktérych niewiadoma wystepuje pod znakiem pierwiastka, nazywamy 

rownaniami pierwiastkowymi. Nas interesuja te, w kt6rych niewiadoma wyste- 

puje pod znakiem pierwiastka stopnia parzystego i ktore mozna sprowadzi¢ do 

rownan kwadratowych. 

Przyktad 4. 

Rozwiazemy rownania: 

a)xt+¥x+2=4 b) x*=4,/x7+1-—5 c) Vx -3+2=3Vx -3 

Ad a) Rownanie x+ x +2=4 sprowadzimy do rownania kwadratowego przez pod- 

stawienie niewiadomej pomocniczej. W tym celu przeksztatcimy je rownowaznie, 

dodajac do obu stron réwnania liczbe 2. Otrzymujemy rdwnanie majace postac: 

(x+2)+Vx+2=6 
Dziedzing rownania jest przedziat (—2, +00). Podstawiamy: 

Cea 

Otrzymujemy rownanie kwadratowe: 

t?+t-6=0 

A= Zon =o) t= 2 

Jesli t; =—3, to otrzymujemy rownanie 

Vx +2=-3, 
ktore jest sprzeczne. 

Jesli t2 = 2, to otrzymujemy rdwnanie 

Vx +2=2, skad 

XZ = 4,ezyli 

x=2 

Liczba 2 nalezy do dziedziny rownania. 

Rownanie x + Apne) = 4 ma jedno rozwiagzanie rodwne 2. 

Ad b) Rownanie x*= 4.,/x°+1—5 sprowadzimy do rownania kwadratowego. Latwo 

sie domysli¢, ze podstawienie ma posta¢: t = /x°+1. W tym celu przeksztatcimy 

w sposob rownowazny dane rownanie, dodajac do obu jego stron liczbe 1. Otrzy- 
mujemy: 

x*41=4,/x'+1-4, 

skad 

(+1) =4,/x741 4420 

Dziedzing rownania jest zbiér R, poniewaz wyrazenie podpierwiastkowe jest do- 
datnie dla kazdej liczby rzeczywistej. Po podstawieniu t = ,/x?+1 otrzymujemy 

rownanie kwadratowe: 

t?—-4t+4=0 



Roéwnania prowadzace do r6wnan kwadratowych jig 

Mozemy je zapisac w postaci 

(t—2)?=0, skad 

t=2 

Wracamy do podstawienia i otrzymujemy: 

X°+1=2, skad mamy 

x7+1=4, czyli 

as: 

zatem 

x=-V3 v x=13 
Dziedzina rownania pierwiastkowego jest zbidr liczb rzeczywistych, wiec obie licz- 

by —/3 oraz V3 naleza do dziedziny. 

Rozwiazaniami r6wnania x*= 4./x’+1—5 sa liczby —/3 oraz 3. 

Ad c) Dziedzina rownania vx —3+2=3x-3 jest przedziat (3, +00o). Rownanie 

pierwiastkowe sprowadzamy do rownania kwadratowego przez podstawienie: 

4/x —3=t, wtedy 2 = /x —3. 

Otrzymujemy 

t? +2 =3¢, czyli 

t?-3t+2=0 

Aji VA=1,G=1 522 
Wracamy do podstawienia 

4x -3=1v 4/x —3=2, stad 

X= SL xis = 16 

<4 Vea to 

Oba rozwiazania naleza do dziedziny. 

Réwnanie Vx —3+2= 34/x —3 ma dwa rozwigqzania: 4 oraz 19. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz rownania: 

a) x*+2x*-3=0 b) x*+ 20 = 12x? c) 9xt+19x?+2=0 
d) 4x* + 20x?+25=0 e) x4 = 4x? f\esxea2ox 18 

2. Podaj przyktad rownania dwukwadratowego, ktére: 
a) ma dwa rézne rozwigzania b) ma trzy rdzne rozwiazania. 

3. Rozwiaz r6wnania: 

a) 2Vx+1+x=14 b) x?-4,/x74+44+7=0 c)v¥x+5=10-34x+4+5 
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Nierownosci kwadratowe 

Rysunek przedstawia wykres funkcji kwadratowej f(x) = x* — 2x — 3. Na podstawie 

wykresu tej funkcji umiesz juz stwierdzi¢, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje 

wartos¢ zero, dla jakich argument6ow wartosci danej funkcji sq dodatnie, a dla jakich 

ujemne. 

Przypomnijmy: miejsca zerowe funkcji to pierw- 

sze wspolrzedne punktow przeciecia wykresu 

z osia OX (zaznaczonych kolorem czerwonym). 

Sa to liczby —-1 1 3. 

f(x) =90 © (=-1vx=3) 

Powyzej osi OX znajduja sie punkty wykresu 

funkcji (zaznaczone kolorem zielonym), ktorych 

druga wspotrzedna jest dodatnia. 

f(X) >0 © xe (-~,-1) U (3, +x) 

Ponizej osi OX znajduja sie punkty wykresu funk- 

cji (zaznaczone kolorem niebieskim), ktérych 

druga wspolrzedna jest ujemna. 

f@Q)<0 a xe(-1,3) 

Umiejetnosé odczytywania z wykresu funkcji argumentow, dla ktérych funkcja 

przyjmuje wartosci dodatnie lub ujemne, lub réwne zeru, jest bardzo przydatna 

Ww rozwigzywaniu nierOwnosci kwadratowych. 

Definicja 1. 
NierOwnoSscia kwadratowa (z niewiadoma x) nazywamy kazda nierownoS¢, ktora 

mozna doprowadzi¢ do postaci ax* + bx+c>0 lub ax?+bx+c>0, lub ax?+bx+c<0, 

lub ax? + bx+c <0, przy czym a, b,c sa ustalonymiliczbami rzeczywistymiia+ 0. 

Odczytanie zbioru argumentow funkcji, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci 

dodatnie (ujemne), jest rownowazne rozwigzaniu nierOwnosci x*— 2x—3 > 0 
(x? — 2x-—3 < 0). Zatem: 

e Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x?—2x—3 > 0 jest suma przedziat6w 
(—00, -1) U (3, +00). 

e Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x*—2x—3 < 0 jest przedziat (—1, 3). 

Podczas rozwiazywania nierownoéci kwadratowej bedziemy korzysta¢ z wykresu 

odpowiedniej funkcji kwadratowej. 

Zauwaz, ze wspoirzedne wierzchotka paraboli oraz punkt przeciecia wykresu z osia 
OY nie maja wptywu na zbiodr rozwigzan nieré6wnoSci. 



Nieréwnosci kwadratowe 1 1 3 

Istotne jest potozenie tego wykresu w stosunku do osi OX, w szczeg6Inosci miejsca 
zerowe tej funkcji oraz to, czy parabola bedaca wykresem funkcji ma ramiona skie- 
rowane do dotu czy do gory. Dlatego wystarczy naszkicowaé przyblizony wykres, 
uwzgledniajacy miejsca zerowe i znak wspotczynnika przy x’. 

Przvktad re 

Rozwiazemy nierOwnosci: 

a) -x?+1<0 b) 4x > x? 

Ad a) 

-x?+1<0 Wspotczynnik przy x* jest rowny —1. 
—(x?-1) <0 Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia. 

—(x+ 1)(x-1) <0 Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji f(x) =—x? + 1. 
Xa —1 a= 1 

1A4 1 3 Wykres funkcji ma ramiona skierowane do dotu (—1 < 0). 
= ~~ X  Szkicujemy przyblizony wykres funkcji. 

x € (20, -1) U (1, +) Odczytujemy argumenty, dla kt6érych wartosci funkcji 

sq ujemne. 

f(x) <0 = x © (-%,-1) U (1, +00) 

Zbiorem rozwigzan nierOwnosci jest suma przedziatow (—00, —1) VU (1, +00). 

Ad b) 

4x > x? Nieréwnosé¢ doprowadzamy do postaci ax? + bx +c > 0 

—x*+4x>0 (a#0). DET a 
Peay 0 Wytaczamy x pe Hawias i odczytujemy miejsca ze- 
et 4 rowe funkcji f(x) =—x* + 4x. 

, : Wspotczynnik przy x? jest ujemny. Szkicujemy przybli- 
0 4 zony wykres funkcji. 

Odczytujemy argumenty, dla kt6érych wartosci funkcji 

x € (0,4) sq nieujemne. 

f(x) > 0x € (0, 4) 
Zbiorem rozwigzan nierdwnosci jest przedziat (0, 4). 

Omowilismy przypadek nier6wnosci kwadratowych prowadzacych do analizowania 

wykresu funkcji y= ax? + bx + c (a#0) majacej dwa miejsca zerowe (A > 0,A=b?- Aac). 

Ponizej przeanalizujemy nierdwnosci, w ktorych rozpatruje sie wykres funkcji 

kwadratowej majacej jedno miejsce zerowe (A= 0). W tym celu naszkicujmy wykres 

funkcji f(x) = x? + 4x + 4. 
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f(x) = (x + 2)? Przeksztatcamy wz6r funkcji do postaci kanoniczne) 

(i iloczynowe)). \ 
f(0)=4, W(-2, 0), jedno miejsce zerowe: —2 

taht ht Zauwazamy, Ze: 

* as f)=0 = x=-2 
f(x) > 0 © xe (-~,-2) U (-2, +00) 

Funkcja f nie przyjmuje wartosci ujemnych. 

Na podstawie powyzszego wykresu otrzymujemy: 

e x*7+4x+4>0 © xe (-~,-2) U(-2, +0) 
e x*+4x+45>0 4 xeER 

e x7+4x+4<0 © x=-2 

e NierOwnoSé x* + 4x + 4 < 0 nie ma rozwigzan. 

W ten sposob rozwiazalismy cztery mozliwe nier6wnosSci. 

Przyktad 2. 
Ra 

Rozwiazemy nieréwnosci: 
a) -x?+6x-9>0 b) -x*-8x-16<0 

Ada) -x*+6x-92>0 Obliczamy wyréznik dla funkcji y=—x* + 6x—9. 

A=36-—4-(-1)-(-9)=0 Wyznaczamy miejsce zerowe. 

Xia 3 
Wspotczynnik przy x? jest ujemny. Szkicujemy 

SS = przyblizony wykres funkcji. 

Funkcja nie przyjmuje wartosci dodatnich; 

wartos¢ zero przyjmuje dla argumentu 3. 
—x?+ 6x-9 >0@x=3 

Liczba 3 jest jedynym rozwigzaniem tej nierownosci. 

Ad b) 

ex =x 16— 0) /(-1) Mnozymy nierownos¢ stronami przez (—1). 
HBL IAES 0 Rozpatrujemy funkcje y ae + Ox 16, 

Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia. 
Ze 

(x+ 4 ei) Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji. 
Qi = 

Wspotczynnik przy x? jest dodatni. 

Aves a Funkcja y = x* + 8x + 16 przyjmuje wartosé 
“A 4 zero dla argumentu —4; dla pozostatych ar- 

gumentow funkcja przyjmuje wartosci do- 
x*+8x+16>0 <= xeR-{4}  datnie. 

Zbiorem rozwiagzan nierOwnoSci jest suma przedziat6w (co, —4) U (—4, +c). 

Na koniec pozostat przypadek, gdy wyrdznik obliczony dla funkcji kwadratowej, 
wykorzystanej do rozwigzania nierownosci kwadratowej, jest ujemny. 



Nieréwnosci kwadratowe 1 ul tS) 

Przyktad ee 

Rozwiazemy nierOwnoSci: 

a) -x?-1<0 Dy S(t)? < 12x 4 

Ad a) Wiemy, ze funkcja kwadratowa y =—x*— 1 nie ma miejsc zerowych (A < 0); dla 

dowolnej liczby rzeczywistej x wartosé wyrazenia —x*—1 jest ujemna (nie wieksza 
niz—1). 

=— ===> x Wykres funkcji y=-—x?—1 potozony jest pod osia OX. 

sas Zbiorem rozwigzan nierOwnosci —x?—1 < O jest zbidér R. 

ar-—1= 0's x eR 

Zbiorem rozwiqzan nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych. 

Ad b) ap a4) = 12x34 NierOwnos¢ doprowadzamy do postaci 

5(x?2+2x+1)-12x-4<0 ax? + bx + c= 0 (a0). 
5x°—2x7t l= 0 Obliczamy wyroznik dla funkcji 

A=4-4-5-1=-16, -16<0 y=5x*-2x+1. 

Wspétczynnik przy x? jest dodatni. Szki- 

cujemy przyblizony wykres funkcji. 
tt+H+++HH+ 

> : ; ; 
x Wykres potozony jest nad osiq OX. 

Funkcja przyjmuje wartoSci dodatnie dla dowolnej liczby rzeczywistej. 

Nie istnieje liczba rzeczywista, kt6ra spetniataby nierOwnos¢. Nierdwnosé jest 

sprzeczna. 

UWAGA: Ujemny wyroznik, rozwazany podczas rozwiazywania nieréwnosci kwa- 

dratowej, nie Swiadczy o tym, ze zbior rozwigzan nier6wnosci jest pusty. Informuje 

nas jedynie o tym, ze dana funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, a jej wy- 

kres w catosci jest potozony nad osig OX albo pod osig OX. Dlatego zawsze szkicu- 

jemy przyblizony wykres funkcji i na jego podstawie rozwiqzujemy nierOwnos¢. 

Sprawdz rozumiesz 

1. Rozwiaz nieréwnoSsci: 

ajuxas 0 b) x*<4 c) —x? <-9 d)e7ax4+8 

2. Rozwigz nierOwnosci: 

ajeO xn ax, = 0 b) 4x? < 8x 

GleZ ive 10 d) 4(x?+3x—5) >12x-28 
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Roéwnania i nier6wnosci, w ktérych niewiadoma 

wystepuje pod znakiem pierwiastka kwadra- 

towego 

W tym temacie oméwimy réwnania oraz nierdwnosci pierwiastkowe, ktorych nie 

da sie sprowadzié odpowiednio do rownania kwadratowego oraz nierownosci kwa- 

dratowej przez wprowadzenie zmiennej pomocniczej. Metoda rozwiazywania tego 

rodzaju réwnan (nier6wnosci) polega na podnoszeniu stron r6wnania (nierow- 

nosci) do kwadratu. Nalezy jednak pamietaé¢, ze otrzymane w ten sposob rownanie 

(otrzymana nier6wnos¢) na ogét nie jest rownowazne réwnaniu wyjsciowemu 

(nie jest rownowazna nierOwnoSci wyjsciowe}). 

Przyjrzyjmy sie blizej tej metodzie rozwiazywania rownan i nier6wnosci. 

I]. Rownania pierwiastkowe 

Rozwazmy rownanie /x =-x, okreglone w zbiorze (0, +00). Jedynym rozwiazaniem 

tego rdwnania jest liczba 0 (sprawdz!). Po podniesieniu stron r6wnania do kwa- 

dratu otrzymujemy r6wnanie 

X=xX-czylix*—x=0, 

ktére ma dwa rozwiazania - sq to liczby 0 oraz 1. Zatem rownania 

[x =-x oraz x2 =x 

nie sq rownowazne. Dlaczego tak sie dzieje? Spr6ébujemy odpowiedzie¢ na to pytanie. 

Przeanalizujmy najpierw odpowiednie relacje pomiedzy liczbami rzeczywistymi. 

Z wtasnosci liczb wiemy, ze 

jesli a,b € R,toa*=b*? © (a=b v a=-b), 

czyli kwadraty dwoch liczb sq rowne wtedy i tylko wtedy, gdy liczby te sqg rowne lub 
przeciwne. 

Zauwazmy, ze: 

e jeSliliczby ai b sa liczbami r6znymi od zera o przeciwnych znakach, to z faktu, 

ze a’ = b’, nie wynika, ze a = b, 

e jesliliczby ai b sq liczbami 0 jednakowych znakach (obie nieujemne lub obie 

ujemne), to a* = b* wtedy i tylko wtedy, gdy a=b. 
Wyobrazmy sobie, ze rozwiazujemy rownanie z jedna niewiadoma okreSslone 

w pewnym zbiorze D. Oznaczamy przez L - lewa strone rdwnania, zas przez P - 

prawg strone rownania. 

Jesli strony rownania L = P podniesiemy do kwadratu, to otrzymamy réwnanie 

L? = P*, ktore ma nie tylko rozwigzania rownania L = P, ale takze rozwiazania réw- 

nania L=—P. Rozwiazania r6wnania L =—P nie sq (poza przypadkiem L =—P = 0) roz- 

wigzaniami rownania wyjsciowego i nazywamy je pierwiastkami obcymi. Pierwiastki 
obce mozemy wyeliminowaé na dwa sposoby, w zaleznosci od metody, ktéra zasto- 
sujemy do rozwiagzania zadania. 

A. metoda analizy starozytnych - polega na tym, ze przeksztatcamy réwnanie w taki 
sposob, aby spetniato nastepujace warunki - otrzymane réwnanie byto tatwiejsze do 
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rozwigqzania i wszystkie rozwiazania rownania wyjsciowego byly tez rozwiazaniami 
rownania koncowego. Ewentualne pierwiastki obce, ktére moga sie pojawi¢, eliminuje- 
my poprzez sprawdzenie — podstawiajac kolejno kazde z otrzymanych rozwiazan row- 
nania koncowego do réwnania wyjsciowego. Sprawdzenie poprawnosci rozwigzania 
jest elementem koniecznym w rozwiazywaniu r6wnan metoda analizy starozytnych. 

Przyktad 1. 

Rozwiazemy rownanie ,/x°+1 = 2x +1 metoda analizy starozytnych. 

Dziedzina rownania jest zbidr R, poniewaz wyrazenie x’ + 1 jest dodatnie dla kazdej 

liczby rzeczywistej. Aby , pozbyé¢ sie” pierwiastka kwadratowego, podniesiemy obie 

strony rownania do kwadratu. 

(/x?+1)°=(2x+1) 
Po prawej stronie rownania stosujemy wzor na kwadrat sumy dwoch wyrazen: 

x°4+1=4x7+4x41 

Otrzymujemy rownanie kwadratowe 

3x? +4x=0, skad x(3x+4)=0, zatem 

x=) vy x= aps 
3 

Rownanie koncowe ma dwa rozwigzania. Nalezy teraz sprawdzic, czy sa to takze 

rozwigazania rownania wyjsciowego. 

Sprawdzenie: 

e jeslix=0, to mamy: L= a, a ieee = 2.0 t= ee Le 

® jeslix=—14, to mamy: L= ||} -— Bren = _ {29 aces) 2 
3 | EN Sy) 

= cae a 
a3 3 3 

L#P 

Rozwiazaniem réwnania ,/x°+1 = 2x + 1 jest liczba 0. 

B. metoda r6wnan rownowaznych - polega na tym, ze rownanie wyjsciowe prze- 

ksztatcamy w taki sposob, aby kazde kolejno otrzymane réwnanie miato taki sam 

zbiér rozwiazan jak rownanie bezpoSsrednio je poprzedzajqce (dbamy 0 to, aby pier- 

wiastki obce nie pojawiaty sie podczas kolejnych etapow rozwiazania). 

Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze: 

e jesli strony r6wnania L = P okreslonego w zbiorze D maja identyczne znaki 

(obie strony sq ujemne lub obie strony sq nieujemne) w pewnym podzbiorze D1, 

gdzie D:< D, to rownanie L=P jest rownowazne rownaniu L*= P? w zbiorze Dj; 

e jesli strony rownania L = P okreslonego w zbiorze D maja znaki przeciwne 

w pewnym podzbiorze D2, gdzie D2 < D oraz D; UV D2=D, to rownanie L = P jest 

sprzeczne w zbiorze D2. 

Z tego faktu korzystamy, stosujac metode rownan rownowaznych. 
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Przyktad 2. 
ESS 

Rozwiazemy rownanie ,/x°+1 = 2x + 1 metoda rownan rownowaznych. 

Dziedzina ré6wnania jest zbiér liczb rzeczywistych. Przeanalizujmy znaki stron 

rownania. 
Lewa strona rownania jest dodatnia (z definicji pierwiastka kwadratowego), prawa 

zas przyjmuje w zbiorze R zaréwno wartosci dodatnie, jak niedodatnie. Rozwazymy 

wiec dwa przypadki ze wzgledu na wartoS¢ wyrazenia 2x + 1. 

I przypadek 

Jesli 2x +1 < 0, to strony r6wnania ./x*+1 = 2x +1 maja przeciwne znaki (lub lewa 

; : - il : 
strona jest dodatnia, a prawa rowna zero), zatem — w zbiorze| —, aye rownanie 

to jest sprzeczne. 

Il przypadek 

Jesli 2x + 1 > 0, to obie strony r6wnania sq dodatnie. Po podniesieniu stron réw- 

nania \/x*°+1 = 2x + 1 do kwadratu otrzymamy réwnanie r6wnowazne danemu 

w abiorze| —5, ve | Mamy: 

x24+1=(2x+1)?, gdziex « (5. +2] 

3x? + 4x=0,stad x=0 v x=-1i, zatem 

[ c(-J.t Ja(x=0vx=-15 \]eox=0 
2 Zz 

Sumujemy zbiory rozwigazan otrzymane w obu przypadkach. 

Rozwigzaniem réwnania ,/x°+1 = 2x + 1 jest liczba 0. 

Przyktad 3. 

Rozwiazemy rownanie 3 — Vx —1 = 3x —2 metodga r6wnan ro6wnowaznych. 

Najpierw wyznaczymy dziedzine rownania: 

x-120 xe 
rs Pac>y Xx ex 1-3) 

3x =22 0 x2- 
3 

Zatem 

D =(1, +00) 

Rownanie przeksztatcimy rownowaznie do postaci: 

3x =244x-1=3 

Poniewaz obie strony réwnania sq dodatnie, mozemy podnies¢ je do kwadratu 
otrzymujac rownanie rownowazne danemu. 

, 
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(3x —2+/x -1)’= 32, stad 

3x—2 + 2V3x —2- Vx -1+x-1=9, czyli 
2./3x —2-Vx -1=12-4x /:2 
Rare he Sot 2x 

Zauwazmy, ze w zbiorze (1, +00) lewa strona réwnania jest nieujemna, a prawa 

przyjmuje wartosci nieujemne, jesli x € (1, 3), oraz ujemne, jesli x € (3, +00). 

Rozwazymy zatem dwa przypadki ze wzgledu na znak wyrazenia 6 — 2x. 

1. Z 

( € (1, 3) x €(3, +00) 
Vv 

V3x —2-V/x -1 =6-2x V¥3x —2-¥x -1 =6-2x 

Poniewaz dla kazdego x € (1, 3) obie W tym przypadku rownanie jest 

strony rOwnania sa nieujemne, mo- sprzeczne (L > 0, P < 0). Zatem zbiér 

zemy podnies¢ je do kwadratu, rozwiqzan rownania jest pusty. 

otrzymujac rownanie rownowazne 

danemu. Otrzymujemy: 

x €(1, 3) 

{ts —2)(x -—1) = (6 -2x)’ 

x €(1, 3) 

owes +2=36-24x +4x’ 

Key 

ied +34 =0 

x Ee (1, 3) 

ie Sys ei We 

stag ek 2 

Rownanie ma jedno rozwigzanie. Jest nim liczba 2. 

Sprobuj rozwigzac to rownanie (tatwiejsza!) metoda analizy starozytnych. 

I]. Nier6wnosci pierwiastkowe 

Rozwazmy nierOwnosé vx? < x. Zbiorem rozwigzan tej nierOwnoSci, czyli nie- 

rownosci |x| < x jest przedziat (0, +0) (sprawdz!). Po podniesieniu stron 

nierOwnosci fx? < x do kwadratu otrzymujemy nieréwnoS¢ x’ < x’, ktorej zbiorem 

rozwiazan jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych. Zatem nieréwnosci Vx? ax 

oraz x’ < x? nie sq rownowazne. 
Nieréwnosci pierwiastkowe (podobnie jak inne nier6wnosci) rozwiazujemy me- 

toda nierownosci rownowaznych. 
Zanim rozwiazemy nieréwnosci, przyjrzyjmy sie relacjom zachodzacym miedzy 

liczbami rzeczywistymi a kwadratami tych liczb. 
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Niech a, b € R. Wowczas: 

e Jesliaibsaliczbami nieujemnymi, toa <b & Oboe 

e Jesliaibsa liczbami ujemnymi, to a <b © a*>b?. 

e Jesliaib sa przeciwnych znakéw, wowczas, jesli a < b, to nier6wnosé a < b 

jest prawdziwa, zas jesli a > b, to nier6wnos¢ a < b jest fatszywa. 

Rozwiazujac nierOwnosci pierwiastkowe, stosujemy powyzsza wtasnosc. Obie stro- 
ny nieréwnosci mozemy podniesé¢ do kwadratu tylko wtedy, gdy mamy pewnoS¢, ze 

obie sq nieujemne albo obie ujemne, przy czym: 

— jeSli obie strony nieroOwnoSci sa nieujemne, to po podniesieniu stron do kwa- 

dratu znak nier6wnoSci pozostawiamy bez zmiany; 

— jesli obie strony niero6wnoSci sq ujemne, to po podniesieniu stron do kwadratu 

znak nieréwnosci zmieniamy na przeciwny. 

Przyktad ae 

Rozwiazemy nierOwnosé V(x + 2)(x —5) < 8-x. 

Wyznaczamy dziedzine nier6wnoSci: 

(x+2)(x-5) 20 © xe (-~,-2) UG, +) 

Zatem 

D = (-, —2) U (5, +00) 

Zauwazmy, ze dla kazdego x € D lewa strona nierOdwnosci jest nieujemna; prawa zas 

przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak ujemne. Rozwazamy dwa przypadki. 

I przypadek 

8-x 20 x8 
= & xe (-2,-2) U5, 8) 

xX €(-o0, -2) U(5, +00) x €(-0, —2) US, +00) 

JeSli x € (-00, -2) U(5, 8), to obie strony nieréwnosci sq nieujemne i po podniesieniu 

stron nierownosci do kwadratu otrzymujemy nierOwnos¢ ro6wnowazna danej. 
Mamy: 

xX €(-00, —2) U5, 8) pe x €(-0, —2) U (5, 8) 

(x +2)(x -—5) < (8-x) x’— 3x -10 < 64 -16x +x? 

mA re (-6, or oe ke ee =P) WSS) : 2 

ilawre <A! my < o 
13 

Sree, u(5 2.) 
13 

Il przypadek 

[x e (=a, = 2ONS 32) ied = | € (—00, —2) U (5, +00) 

|8-x <0 x >8 Sea Ss Be) 
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Jesli x € (8, +0), to lewa strona nieréwnosci jest nieujemna, zas prawa strona nie- 

rownosci jest ujemna, wiec nieréwnos¢ jest sprzeczna (liczba nieujemna nie moze 
byé mniejsza od ujemne)j). 

Zatem, jesli x € (8, +00), to nierownoS¢ jest sprzeczna. 

Ostatecznie zbiorem rozwiazan nierodwnosci ,/(x + 2)(x —5) < 8 —x jest zbiér 

(eS. F)'| 
13 

Przyktad 5. 

Rozwiazemy nierOwnosé Vx +3 >9~—x. 

Dziedzina nieréwnosci jest przedziat (—3, +00). 

Rozwazymy dwa przypadki ze wzgledu na znak wyrazenia 9 — x. 

I przypadek II przypadek 

Sh = Ge x €(9, +00) 
V 

VX+3>9-xX VX+3>9-xX 

Obie strony nierdwnoSci sqa_nie- Prawa_ strona nierdwnoSsci jest 

ujemne, wiec po podniesieniu ich do ujemna, lewa strona jest nieujemna. 

kwadratu otrzymujemy nier6wnos¢ NierOwnosé jest tozsamosciowa 

rownowazng danej. w zbiorze (9, +00). 

x € (-3, 9) 

( +3>81-18x +x’ 

x €(-3, 9) 

con +78 <0 

x €(-3, 9) 
fea ih 2g 

{" ECD os x £6,9) 
x € (6,13) 

Sumujemy zbiory rozwigzan otrzymane w obu przypadkach: 

(6, 9) U (9, +00) = (6, +00) 

Ostatecznie zbiorem rozwiazan nieréwnoSsci \x +3 > 9 —x jest przedziat (6, +00). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz rownania: 

a) V¥2x+5+7x-1=8 b) J2x —7 -Vx -4=x-2 

2. Rozwiaz nierownosci: 

a) V2x +7 < x-4 b) Vx —24+Vx+3<2 

| 
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Zadania prowadzace do réwnan i nierownosci 

kwadratowych 

Przyktad 1. 

Dwa lata temu pani Alicja Nowak zatozyta dwuletnia lokate, wptacajac do banku 

20 000 zt. Kapitalizacja odsetek nastepowata po kazdym roku oszczedzania. Jakie 

byto roczne oprocentowanie tej lokaty, jezeli pani Alicja po dwoch latach oszcze- 

dzania ma na tej lokacie, wraz z odsetkami, 24 200 zt? 

Analiza: 

xX — oprocentowanie roczne lokaty, wyrazone w utamku dziesietnym, x € (0, 1) 

20000+x-20000=(1+x)-20000 -kwota (w 2H), jaka pani Alicja miata 
na lokacie po roku oszczedzania 

(1+x)-20000+x-[(1+x)-20000]= - kwota (w zt), jaka pani Alicja ma 

=(1+x)-20000-(1+x) na lokacie po dwoch latach oszczedzania 

Utozenie i rozwiazanie r6wnania: 

(1 + x)*-20000=24 200 /:20000 

(ex) t=12 1 

1+x=1,1 v 1+x=-1L1 

x=0,1 v x=-2,1 

Liczba —2,1 nie spetnia zatozenia x € (0, 1) (ez z (0, 1)). 

Sprawdzenie: 

Roczne oprocentowanie lokaty wynosi 10%. Po roku oszczedzania na lokacie znaj- 

dowato sie 22 000 zt. Po drugim roku bank dopisat 0,1 - 22000 = 2200 (zt) odsetek. 

Na lokacie znajduje sie obecnie kwota 22 000 + 2200 = 24 200 (zt). 

Odpowiedz: 

Oprocentowanie lokaty wynosito 10% w stosunku rocznym. 

Przyktad Ze 

W zaktadzie pracy pana Grzegorza zaleznos¢ przychodow ze sprzedazy od wielkos- 

ci dziennej produkcji wyraza wzor p(n) = 150n, gdzie n oznacza liczbe sztuk wypro- 

dukowanego towaru. Koszty produkcji, w ztotych, okresla zaleznosé 

k(n) =n*+ 50n+ 1600 

a) Napiszemy wzor funkcji z(n) — zaleznosci zysku zaktadu od wielkosci dziennej 
produkcji, jesli zysk jest roznica miedzy przychodem zaktadu a kosztami pro- 
dukcji. Nastepnie obliczymy, jaka wielkos¢ produkcji nie powoduje strat finansowych 
zaktadu. 

b) Jaka wielkos¢ dziennej produkcji zapewnia najwiekszy zysk? Jaki jest koszt pro- 
dukcji, gdy zysk jest najwiekszy? 
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Ada) Analiza: . 

Okreslamy wzor funkcji zysku: 

z(n) = p(n) — k(n), wiec 
z(n) =—n? + 100n— 1600 

Aby zaktad nie ponosit strat finansowych, zysk musi byé nieujemny. 
Utozenie i rozwiazanie nier6wnoSci: 

—n*+ 100n-—1600 > 0 

A=3600 VA=60 
ni=80 i n2=20 oat xe gtean 

(n € (20,80) An EN) = ne {20,21,...,79,80} 

Odpowiedz: 

Aby zaktad nie ponosit strat, powinien wyprodukowa¢é - w ciagu dnia - co najmniej 
20 sztuk i co najwyzej 80 sztuk towaru. 

Adb) Aby obliczyé, jaka wielkos¢ produkcji zapewnia najwiekszy zysk, wystarczy 

wyznaczy¢ argument, dla ktorego funkcja 

z(n) =—n* + 100n- 1600 

przyjmuje najwieksza wartos¢ w zbiorze 

Z= {20, 21, ..., 80} 

Mamy: 

Nw = SS 50 
—2 

Liczba 50 jest elementem zbioru Z. Obliczmy koszt produkcji dla 50 sztuk towaru: 

k(50) = 507+ 50-50 + 1600 = 6600 

Odpowiedz: 
Najwiekszy zysk zapewnia dzienna produkcja 50 sztuk towaru. Wowczas koszt pro- 

dukcji wynosi 6600 zt. 

Przyktad 3. 

Odcinek jednostkowy AB podzielono na dwie czesci w ten sposob, ze stosunek krét- 

szej czesci tego odcinka do dtuzszej jest rowny stosunkowi dtuzszej czesci do dtu- 

gosci catego odcinka. Obliczymy dtugos¢ kazdej czesci oraz stosunek podziatu. 

Analiza: 
cae Try ; 1-x x 
Przyjmijmy oznaczenia: as Oe ee Sl eae ak 

|AB|=1,C € AB A ig B 

[ACl=+1= x |CBl=x 

Niech |CB| < |AC|, wiec0 <x< 7 

Utozenie i rozwigzanie rownania: 

Z tresci zadania wiadomo, ze: 

ICB| _ |AC| x. eee 
mczyil = 

|AC| |AB| 1—x { 
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Z wtasnosci proporcji otrzymujemy: 

(1 =x)*=x, stad l= 2x + x7= x, czy \ 

x*-3x+1=0 

A=5 VA=5 
3-5 SeeeS 

xy= > Ie 
ji 2 

ea cue S205 Deg Soe 
5 TAG a1 rae = : 

2 2 

: : : , fam: 1 
OZWI1dZanle Xz nile spetnia zatozenia x < > 

Zatem |CB| = 

Stosunek podziatu jest rowny: 

3-5 
cB) _|Ac|_~ 2 _3- V5 _@-V5)W5+1)_2v5-2_ V5-1 

aC) VAR) a1 6 Voix (Sta) gaan me 

Sprawdzenie: 

Obliczymy dtugosé¢ odcinka AB, znajac dtugosci kawatkow. 

se) ite 3-5 
2 

|AC| = 1 |CB| = , zatem 

|AC| + |CB| = ee ‘ seal STAB 

Odpowiedz: 

Odcinek jednostkowy podzielono na odcinki dtugosci 

pase 

=! (atuzszy) 

(krotszy). 

Stosunek podziatu wynosi 

Przyktad 4. 

W tréjkacie prostokatnym ABC kat przy 

wierzchotku C jest prosty. W trojkat ten 

wpisano okrag. Oblicz promien okregu, 

jesli wiadomo, ze punkt stycznosci M 

okregu z przeciwprostokatna AB po- 

dzielit ja na dwa odcinki o dtugosciach 

|MB| = 10i |MA| = 
Analiza: 

Przyjmijmy oznaczenia: 

r— promien okregu wpisanego 

w trojkat ABC, r > 0 

Kk, L - punkty stycznosci okregu 

z bokami odpowiednio AC i AB 



* 

Zadania prowadzqce do réwnan i nieréwnosci kwadratowych 

Z twierdzenia 0 odcinkach stycznych wiadomo, ze |AM|=|AK| oraz |MB| =|LB|, wiec 

|AK| =3i|BL|=10. Czworokat KOLC jest kwadratem 0 boku r, zatem |AC| =3 +r oraz 

|BC| = 10 +r. Z tresci zadania wiemy, ze |AB| = 13. 

Utozenie i rozwiazanie rownania: 

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABC otrzymujemy: 

|AC|? + |BC|? = |AB|? 

(3 +r)*+(10+r)? = 13? 

9+6r+r+100+20r+r2=169 

r2+13r—30=0 

A=O09 A= 17 

PSS Wr pS 

Liczba —15 nie spetnia warunku r > 0. Zatem r= 2. 

Sprawdzenie: 

Sprawdzenie poprawnoSci rozwigzania zadania mozemy wykona¢, korzystajac ze 

znanego Ci wzoru na promien okregu wpisanego w dowolny trojkat r= —, gdzie P 
P 

oznacza pole trojkata, zas p - potowe obwodu trojkata. 

Z naszych obliczen wynika, ze dtugosci przyprostokatnych wynosza: |AC|=5, |BC|=12, 
5-12 _ IACI + |BC|+|ABl 4, 5412413 _ 46 

) 2 a 

1 e Z ‘ 
P= )AG 1 bC | wie 2 —————_ 3 0"zas i 5 |AC| - |BC|, wie : p 5 p 

Zatem r= Ly ALM pm 30 =). 
p 15 

Odpowiedz: 
Promien okregu wpisanego w trojkat wynosi 2. 

Przyktad 5. 

Z punktu A lezacego w odlegtosci od srodka okregu O 0 1 wiekszej niz promien po- 

prowadzono dwie sieczne p is. Sieczna p przeciela okrag w punktach Ni M tak, ze 

|AN| = 2,5, zas |NM| = 3,9. Sieczna s przecieta okrag w punktach Ki L, gdzie |KL| = 6. 

Obliczymy dtugos¢ odcinka AL oraz promien tego okregu. 

Analiza: 
Przyjmijmy oznaczenia: 

ILA} xx > 0 

R, S - punkty wspolne okregu i siecznej poprowadzonej przez punkt A i Srodek O 

okregu 

[OS|={OR|=rr>0 

|SA| =1 

123 
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Do obliczenia dtugosci odcinkéw AL oraz OS zastosujemy twierdzenie o siecznych. 

Utozenie i rozwigzanie rownania: 

Z twierdzenia o siecznych pir otrzymujemy: 

|AL| - |AK| = |AN| - |AM| 
x: (x+ 6) =2,5 - (2,5 + 3,9) 

x*+6x=2,5 - 6,4 

x? + 6x = 16 

x2+6x—16=0 

(x + 8)(x- 2) =0 

X, =-8, x,=2 

Rozwigzanie x, nie spetnia warunkow zadania. Zatem |AL| = 2. 

Stosujemy jeszcze raz twierdzenie o siecznych, dla siecznych AR i p. Otrzymujemy: 

|AS| - |AR| = |AN| - |AM| 

1- (14+ 2r) =16 
1+2r=16 

F=75 

Sprawdzenie: 

Z naszych obliczen wynika, ze |AL| = 2, |AK| = |AL| + |LK| = 2 + 6 =8, |AS| = 1, 

|AR| = |SA] + |SR| =1+2-7,5 =16. Zatem: 

|AL| - |AK| =2 - 8= 16, |AS| - |AR| = 1-16 = 16, |AN| - |AM| =2,5 - 6,4 = 16. Stad 
|AL| - |AK| =|AS| - |AR| = |AN| - |AM| (rownoS¢ prawdziwa na podstawie twierdzenia 
o siecznych). 
Odpowiedz: 

Promien okregu wynosi 7,5, zaS dtugos¢ odcinka AL jest rowna 2. 
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Przyktad 6. 

W trojkacie rownoramiennym ABC kat miedzy ramionami AC 

i BC ma miare a. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC 

w punkcie D. Wiedzac, ze |BD| = |DC|, wykazemy, ze 

a. 

|AD| _ V5 -1 
|AB| f D 

Zatozenie: 

AABC - trojkat rownoramienny; |<ACB| =a 

BD~ - dwusieczna kata ABC, D € AC 

|BD| =|DC|=a, a>0 

|AC| =|BC|=b, b>0 

|AD|=b-a, gdzieO<a<b 

Teza: 

|AD| _ V5 -1 
|AB| 2 

Dowod: 

Najpierw wykazemy podobienstwo tréjkat6w DAB i ABC, na podstawie cechy kkk. 

e ABDC jest rownoramienny, bo z zatozenia |BD| = |DC|, wiec |< DBC| =a. Z whas- 

nosci sumy miar katow w trojkacie wnioskujemy, ze 

|<BDC| = 180° — 2a 

e BD” to dwusieczna kata ABC, wiec |< DBC| = |< DBA|, czyli 

|<DBA|=a 

e Zwiasnosci katow przylegtych |< BDA| = 180° — |< BDC], skad 

|< BDA| = 2a 

e Zzatozenia |AC| =|BC|, wiec |< BAD| = |< ABC| = 2a, czyli 

|<< BAD| = 2a 

Tak wiec AABD jest rownoramienny i |AB| = |BD| = a. 

Poniewaz ADAB ~ AABC, wiec dtugosci odpowiednich bokow sa proporcjonalne. 

Mamy 

|AD| |AB| , 
—__ = —____, czyli 
|AB| |BC| 

b-a_a 
a b 

Dalsza czes¢ dowodu przeprowadzimy na dwa sposoby. 
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I sposob 
Otrzymana réwnos¢ przeksztatcimy rownowaznie: \ 

Wprowadzimy oznaczenie: ae x, gdzie e Baal 
a a 

Otrzymujemy r6wnanie kwadratowe. 

x Vex 
2 2 

Pierwsze rozwigzanie nie spetnia zatozenia (x > 0). 

Otrzymalismy: 

Ld om Sea de estad 
|AB| a a 

fenlen +V5 oe +5 =2 _ v5 =1 co konczy dowéd. 
|AB| 2 iz 2 

II spos6b 

Z podobienstwa tréjkatow ABD i ABC otrzymalismy zaleznosé rae oe 

Korzystajac z wtasnosci proporcji, mamy : q 

b*-ab=a 

b?-ab-a?=0 

Otrzymane réwnanie mozemy potraktowa¢é jako rownanie kwadratowe z niewia- 

domga b (wéwczas ,,a” traktujemy jako stata). 

b*—-ab-—a*=0 

A=(-a)?-4-1- (a?) =a? + 4a? = 5a? 

i enlbae Sal5. Va =1/5-la|=-J5a,boa>0 

bre a- me (12 se 

sf ee 

< 0 - nie spetnia zatozenia (b > 0) 

bo= 
2 

Zatem b = ‘ ate a) ,czyli? eae stad 

AD — = |AD| _ b et in {ieee co konczy dowéd. 
|AB] a a 2 a 



_ 

Zadania prowadzace do réwnan i nieréwnosci kwadratowych 

Przyktad 7 § 

Wykazemy, Ze istnieje tylko jeden tréjkat rozwartokatny, w ktorym dtugosci bokéw 
wyrazajq sie kolejnymi liczbami naturalnymi. 

Zatozenie: 

AABC - trojkat rozwartokatny, |< ABC| =a, A pre C 

a € (90°, 180°) 

|BC| =n, |AB| =n +1, |AC| =n +2, gdzien € N, n+1 n 

Teza: B 

istnieje tylko jeden trojkat spetniajacy zatozenie 

Dowod: Z twierdzenia cosinus6w dla tréjkata ABC mamy: 

|AC|? = |AB|? + |BC|?—2 - |AB| - |BC|- cosa, wiec 

|AB|'+ |BC/— |AC/ 

2- |AB|- |BC| 
cCOSQ@ = 

Ale z zatozenia kat ABC jest rozwarty, wiec cos a < 0, czyli 

|AB/ + |BC|’— |AC/ 
2-|AB|-|BC| 

Obie strony nierdwnosci mnozymy przez 2 - |AB| - |BC| (wyrazenie dodatnie, bo 

|AB| > 0i|BC| > 0) i otrzymujemy nier6wnos¢é r6wnowazna dane}: 

|AB|? + |BC|?—|AC|? <0, stad (n+1)*+n*—(n+ 2)? <0, czyli 

ra 2n=3:<0 

[n € (-1,3)AneN,] © (n=1vn=2) 

Jeslin=1, to dtugosci odcinkéw wynosza: 1, 2 oraz 3; nie spetniajqg one nierdwnoSci 

trojkata! 

Jesli n = 2, to mamy: |BC| = 2, |AB| = 3, |AC| = 4. 

Istnieje wiec tylko jeden trdojkat spetniajacy warunki zadania, co konczy dowdd. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Telewizor plazmowy kosztowat 8000 zt. Po dwukrotnej obnizce ceny 0 ten sam 

procent jego cena wynosita 7220 zt. Oblicz, o ile procent obnizano cene telewi- 

zora za kazdym razem. 

2. Ile co najmniej osdb brato udziat w przyjeciu, jesli kazdy z kazdym przywitat sie 

uSciskiem dtoni, a tych usciskéw byto co najmniej 120? 

3. Janek wziat udziat w turnieju tenisowym, podczas ktorego kazdy z uczestnikéw 

rozegrat z kazdym po trzy mecze. Lacznie rozegrano wiecej niz 45 meczy. Ile co 

najmniej osob brato udziat w turnieju tenisowym? Ile co najmniej meczy roze- 

grat Janek? 

4. Dtugosci bokéw pewnego trojkata sq kolejnymi liczbami naturalnymi dodat- 

nimi. Cosinus kata lezacego pomiedzy dtuzszymi bokami jest rowny 0,75. 

Wyznacz dtugosci bokéw tego trdjkata i oblicz jego pole. 

jive) 
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Wzory Viete’a 

Wiesz, ze funkcja kwadratowa y = ax? + bx +c (a# 9) ma miejsce zerowe tylko wtedy, 

gdy A > 0. Jesli A = 0, to funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe Xo, gdzie 

Xp=- iJ jeslinatomiast A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe Xj, X2, 

enn pel 
ke gdzie x; = are oraz X= 

Rozwazmy funkcje kwadratowa y = ax’ + bx +c (a# 0), o ktérej wiadomo, ze A > 0. 

Obliczymy sume i iloczyn jej miejsc zerowych. Otrzymujemy: 

-b - a, aE acs —2b _-b 
X, +X) = sie 

pedis VE a _(o- Ney. 
2a 2a 4d’ 

VEby-GWAy eA B= (—4ac) _ 
7 4d’ ae 4a’ 
_b’-b'+4ac _4ac _c 

> Fe tae 
Na tej podstawie mozemy sformutowac twierdzenie zwane twierdzeniem Vieéte’a. 

Twierdzenie 1. 
JeSli x1, X. Sqré6znymi miejscami zerowymi funkcji kwadratowej y = ax? + bx +c (a#0), 

to zachodza zwiazki: 

Rix = 
a 

Gc 
X1°X2=- 

a 

JeSli xp jest jedynym miejscem zerowym funkcji kwadratowej y= ax? + bx+c(a#0), to 

2X0 = ied 

a 
2 

xX 

C 

a 

Powyzsze wzory noszq nazwe wzorow Viete’a. 

Frangois Viete [fransua wjet] to francuski matematyk i prawnik z XVI w. Zajmowat 
sig algebra, trygonometria, geometrig. Najwiekszym jego osiagnieciem byto zasto- 
sowanie liter do oznaczania wielkosci algebraicznych. Wprowadzenie nowych 
oznaczen w istotny sposob przyczynito sie do szybkiego rozwoju algebry. Viete 
udoskonalit tez metody rozwiazywania rownan. Interesowat sie rowniez zagadnie- 
niami zwiqzanymi z szyfrowaniem tekstow. 
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Ponizsze przyktady ilustruja zastosowanie wzor6w Viéte’a. 

A) Ustalanie znak6w miejsc zerowych funkcji kwadratowej 

Przyktad I. 

Bez obliczania miejsc zerowych funkcji kwadratowej ustalimy, jakie znaki maja te 
miejsca zerowe, jesli: 

a) y=—V2x2-4/2x-3/2 b) y=2x?+/5x—4 )y = 5x? Bx+ 30 

Ad a) Wyroznik funkcji kwadratowej y = D2 AND a0 jest dodatni (A = 8), 

wiec funkcja ma dwa miejsca zerowe x, i Xz, przy czym: 

“32 | 

lloczyn x; - X2 jest dodatni, wiec miejsca zerowe funkcji maja jednakowe znaki (oba 

sa ujemne albo oba dodatnie). Suma x; + x2 jest ujemna, wiec wykluczona jest sytua- 

cja, w ktorej oba miejsca zerowe sq dodatnie. Ostatecznie mozemy wnioskowa¢, ze 

miejsca zerowe funkcji y = —V2x?- 4./2x - 32 sa liczbami ujemnymi. 

Ad b) Wyroznik funkcji kwadratowej y = 2x? + Nie) jest dodatni (A = 37), wiec 

funkcja ma dwa miejsca zerowe xX Oraz X2. Korzystajac ze wzorow Viete’a, obliczamy 

iloczyn miejsc zerowych: 

Xy otter aa, 

Iloczyn jest ujemny, wiec miejsca zerowe funkcji kwadratowgj y = 2x*+ V5x-4 maja 

rézne znaki. 

Ad c) W przypadku funkcji kwadratowej y = ae —8x+30 mamy: A = 4, x;- x,.= 60 

i X;+X)=16. lloczyn x, - x, jest dodatni, wiec miejsca zerowe maja jednakowe znaki. 

Suma x; + X2 rowniez jest dodatnia, wiec wnioskujemy, ze miejsca zerowe funkcji 

= eo 8x + 30 sa liczbami dodatnimi. 
4 ty 

B) Ustalanie znakéw wspotczynnikéw we wzorze funkcji kwadratowej na podsta- 

wie informacji o znakach miejsc zerowych 

Prayktad 2. 
Okreslimy znaki wspétczynnik6éw we wzorze funkcji f(x) = ax’ + bx + c, gdzie a 4 0 

i A > 0, jesli wiadomo, ze oba miejsca zerowe funkcji sq dodatnie oraz wykres funk- 

cji fma z osia OY punkt wspOlny (0, —3). 
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Niech x,, x, beda miejscami zerowymi funkcji f. Z tresci zadania wiemy, ze x; > 0 

ix, > 0. Korzystajac ze wzorow Viete’a, warunek ten mozemy zastapi¢ warunkiem 

mu rownowaznym: 
—b b 

X,+x, >0 ace aoe 
aes czyli 2 skad 4% 

xy xy > 0 Gossyi f 0 

a a 
Ponadto wykres funkcji fma z osia OY punkt wspdlny (0,—3), czylif(0) =—3, skad c=—3. 

Teraz mozemy przystapi¢ do ustalenia znakéw wspotczynnikéw a oraz b. 

Skoroc<0i£> 0, wnioskujemy, ze a < 0.Skoroa< 0i , <0, otrzymujemy b > 0. 
a 

Znaki wspotczynnik6w a, b, c we wzorze funkcji fsa nastepujace: a < 0,b>0,c<0. 

C) Obliczanie wartosci_wyrazen, w_ktorych wystepuja miejsca_zerowe funkcji 

kwadratowej, bez obliczania tych miejsc zerowych 

Przyktad 3. 
ee 

Wiedzac, ze x1, X) Sq miejscami zerowymi funkcji kwadratowej y = x*— 24/5x+1 (A> 0), 

obliczymy wartosci wyrazen: a) xi +x3 b) |x, — x9]. 

Wyrazenia, ktorych wartosci mamy obliczy¢, przeksztatcimy tak, aby skorzysta¢ ze 

wzorow Viete’a. W tym przypadku: x, + xX2=2V3 ix,-xX2,=1. 

Ad a) Zauwaiz, ze x; + x3 = (xX, + X2)*— 2x,x>. Stad 

Xo exe (243) =2-1=12 = 240 
WartoSsé wyrazenia x; + x; jest rowna 10. 

Ad b) Z wiasnosci wartosci bezwzglednej wiemy, ze Vx* = |x|. Zatem: 

Ix,-x,|=/(x,-x,)’ = |x? —2x,x,+X, = 

= V(x? Hox) 2kaxs = (x, +x, )?—2x,x, =o = 

= (x, +x, )-4x,x, 

Stadia = xoleal| 23 oad ee ee ee 
Wartos¢ wyrazenia |x, —x,| jest rowna 22. 

D) Ustalanie wartosci wspotczynniké6w we wzorze funkcji kwadratowej na pod- 
stawie wartosci wyrazen, ktére zawieraja miejsca zerowe funkcji 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy wspotczynniki b oraz c we wzorze funkcji kwadratowej f(x) =x*+ bx +c 
jesli wiadomo, ze jej miejsca zerowe xj, X2 spetniaja warunek: 

M+x%2=5 i : + : = 2,5, gdzie x14 0, x20. 
x, xX) 

, 
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Najpierw przeksztatcimy wyrazenie — + gh: tak, aby otrzyma¢ sume i iloczyn miejsc 
x; xX, 

zerowych funkcji f Mamy: 

au + l =e aie: 4e Pier Ay 

X,  X.  X4X2 4X X1°X2 

Z warunkow zadania otrzymujemy: 

X, +X, =5 
i X, +X, =5 

X, +X , czyli 
+ =25 X Met 2 
a ime 

Ze wzorow Viete’a wiemy, ze X;+ X,=—D i x, -x,=c, wiec b=—5 orazc=2. 

E) Obliczanie miejsc zerowych funkcji kwadratowej bez stosowania wzor6éw na 
miejsca zerowe 

Przyktad 5. 

Obliczymy miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(x) = x* — px — 15, jesli wiadomo, 

ze sq one liczbami catkowitymi i parametr p jest liczba pierwsza. 

Zauwazymy najpierw, ze A= p+ 60. Zatem A > 0 dla dowolnej liczby p, czyli funkcja 

fma dwa miejsca zerowe x; oraz x2. Ze wzoréw Viéte’a mamy: 

Xy+X2=p i X,-X2=-15. 

Z zatozenia wiemy, ze xX; € Ci x2 € C. Wobec tego na podstawie rownoSsci x; -x;=—15 

mozemy wnioskowa¢, ze istniejq tylko cztery pary liczb spetniajace ten warunek: 

—1115 lub 1i-15, lub—3i5, lub 3i-5. 

Ale x; + X2=p, gdzie p jest liczba pierwsza, wiec tylko para—3 i5 spetnia warunek 

(sprawdz!). 

Funkcja fma dwa miejsca zerowe —3 oraz 5. Parametr p jest rowny 2. 

Znajomos¢é wzorow Viete’a utatwia rozwiazywanie wielu zadan. Do wzorow tych 

wrocimy w kolejnych tematach. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Nie obliczajac miejsc zerowych funkcji kwadratowej, ustal ich znaki, jesli: 

a) y= 3x?+ 3x-6 b) y=—2x*- 14x — 24 Jy =—5xe+ f10x— 4. 

2. Oblicz miejsca zerowe funkcji kwadratowej, postugujac sie wzorami Viete’a, jesli: 

a) y=x?+ 2x-3 b) y=x7+ 15x +50 c) y=x*—-11x+ 24. 

3. Oblicz sume kwadratow odwrotnosci miejsc zerowych funkcji kwadratowe}j 

y=v3x2— 42x + V3. 
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Rownania i nierOwnosci kwadratowe 

Z parametrem 

Rozwiazywanie réwnan i nier6wnosci kwadratowych z parametrem omowimy na 

przyktadach. 

Przyktad 1. 

OkreSslimy liczbe rozwigzan r6wnania (m— 2)x*+ J5x+m=0ze wzgledu na wartos¢ 

parametru m (m € R). 

Rozwazymy dwa przypadki. 

I przypadek 

JeSli wspétczynnik przy x? jest rowny zeru, czyli wtedy, gdy m = 2, to rozwazane 

rownanie liniowe jest postaci /5x+2=0.Réwnanie to ma jedno rozwigzanie (jakie?). 

Il przypadek 

Jesli m # 2, czylim € R— {2}, to rownanie (m — 2)x* + J5x+m=0 jest rownaniem 

kwadratowym. Wowcezas liczba jego rozwigzan zalezy od wyrdéznika. Obliczamy 

wyroznik i otrzymujemy: 

Ne (5) 4 -(m—2)-m=-4m?+8m+5 =-4[ m -2h |im 3) (sprawdz). 

Zatem: 

e rownanie nie ma rozwigzan wtedy, gdy: 

IM < (0) Salven oe me <<a) 
ae | Z 2 Sy 

oo) 
ih S272 

1 1 
m €]} —o, —= |U| 2—, +00 1) 1 

& 2 2 & Me| —o, —— |U] 2—, +00 
2 | 2 

m=z 

e rodwnanie ma jedno rozwiazanie wtedy, gdy: 

I A= One (a4 pesca lane eo ce 
> Zz 2 => mes——,2— 

M#2 OMe 
eee 

e rownanie ma dwa rozwigzania wtedy, gdy: 

IN = —4 nae nae = () 
SS ju 2 cs 

Ane 
nes 2 

Jee Sal 
me ——, 2= il 1 

= 2° 2) = pre pret i 

(nes 7 
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Ostatecznie dyskusja nad+liczba rozwiazan rownania prowadzi nas do nastepu- 
jacego wniosku. 

Rownanie (m — 2)x2+V/5x +m =0: 

— nie ma rozwiazan wtedy i tylko wtedy, gdy m € [-2, 6 5) U ee | 

— ma jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy m € 1-5 ibs 25 

— ma dwa rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy m € Gz 2| U [2 25) 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m (m ¢€ R), dla kt6rych rownanie 

—0,5x? + 2x + m?— 3m=0 ma dwa rozwiazania przeciwnych znakow. 

I sposob - skorzystamy ze wzorow Viete’a. 

Rozwazane rownanie jest rownaniem kwadratowym (wspotczynnik przy x? jest 

rdézny od zera) i ma dwa rozwiazania x, oraz x2 wtedy, gdy A > 0. Rozwigzania te sq 

przeciwnych znak6ow wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn jest ujemny, czyli x; -x2< 0. 

Zatem wystarczajace sq nastepujace warunki: 

A>0 

Beek 

e A=2?—4- (0,5) -(m?—3m) =2m?—6m+4=2(m?—3m+4 2) =2(m—2)(m—-1) 
2 

e ze wzorow Viete’a: ee —=" = 2(m?— 3m). 

Stad mamy: 

0 2(m—2)(m-1)>0 —2)(m-1)>0 A>0  _ [2(m-2)(m-1)>0 | {(m-2)(m-1)>0 _ 
Repti) —2(m’— 3m) < 0 m(m—3)>0 

(" Se eee eo OS ee) 
m €(-0, 0) U (3, +00) 

Réwnanie ma dwa rozwiazania przeciwnych znakéw wtedy, gdy m € (—, 0) U (3, +00). 

Il spos6b - skorzystamy z wykresu funkcji kwadratowej. 

Rozwigzania rownania —0,5x’ + 2x + m*— 3m = 0 to miejsca zerowe funkcji kwadra- 

towej f(x) =—0,5x? + 2x + m?— 3m. Miejsca zerowe sq liczbami 0 przeciwnych zna- 

kach wowczas, gdy znajduja sie na osi OX, po przeciwnych stronach liczby 0. 

Sytuacje taka przedstawia rysunek. 

Parabola bedaca wykresem funkcji f skierowana jest ra- 

mionami do dotu (wspotczynnik przy x’ jest ujemny), wiec 

dla argumentu 0 wartosé funkcji jest dodatnia (zobacz 

rysunek obok). 
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Stad: 

f(0) =-0,5 -07+2-0+m’*-3m=m’*-3m 

f(0)>0 = m?-3m>0 © m(m-3) >0 & me --~,0) UG, +=) 

Rownanie ma rozwiazania 0 przeciwnych znakach wtedy, gdy m € (—20, 0) U (3, +0). 

III spos6b - skorzystamy z interpretacji graficznej rownania. 

Rownanie zapiszemy w postaci 

—0,5x2+ 2x =—m*?+3m 

Oznaczamy lewa strone réwnania jako 

f(x) =—0,5x? + 2x, 
zaS prawg strone rdwnania jako 

g(x) =-m? + 3m 
Rownanie —0,5x? + 2x = —m? + 3m ma dwa rozwiazania przeciwnych znakéw, gdy 

wykresy funkcji fi g przecinaja sie w dwoch punktach, ktérych odciete (pierwsze 

wspotrzedne) sa liczbami o przeciwnych znakach. 

Wykresem funkcji f(x) = —0,5x? + 2x jest parabola ramionami zwrocona do dotu, 

o wierzchotku W(2, 2). Miejscami zerowymi funkcji fsa liczby 0 oraz 4. Funkcja 

g(x) =—m? + 3m jest funkcjq stata (je) wykresem jest prosta rownolegta do osi OX). 

Wykresy funkcji fi g przecinaja sie w punktach 

F(x) =-0,5x? + 2x o odcietych bedacych liczbami o przeciwnych 

znakach, gdy funkcja stata g przyjmuje wartoSsci 

ujemne dla kazdego x € R: —m*+3m <0. 

Zatem: 

—m?+3m<0 <= -—(m—-3)-m<0 © me (-~, 0) U (3, +0) 

Rownanie ma dwa rozwigzania przeciwnych znakow wtedy, gdy m € (0, 0) U (3, +9). 

Przyktad 3. 
Pe 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie 

x*—(m-—3)x+m=0 ma dwa rézne rozwiazania mniejsze od 2. 

Zauwazmy hajpierw, ze rownanie x*— (m—3)x + m=0 jest kwadratowe dla dowol- 
nej wartosci parametru m. Zadanie rozwiazemy na dwa sposoby. 

I sposob - skorzystamy ze wzorow Viete’a. 

Rownanie ma dwa rézne rozwiazania wtedy, gdy A > 0. Rozwiazania sa mniejsze od 2 
czyli 

, 

Xi Zixe< Zzatem 

Xi1-2 << O0ix.-2< 0. 

Wyrazenia x;— 2 oraz x,~ 2 sq ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn jest do- 
datni i suma ujemna, czyli wtedy, gdy: 

(x1—2) -(x2-2) > 0 i (x%1-2)+(x2-2) <0, stad 
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X1+X2—2X%1— 2xX2+4>0 i x+x2.-4<0, zatem 

X1+X2—2(X1+X2)+4>0 i (x1+x2)-4<0. 
Warunki zadania mozemy zapisa¢ nastepujaco: 

A>0 

XX, 2(x,+2%,) +450 

(x,+x,)-4 <0 

Rozwiazujemy kolejno warunki otrzymanego uktadu. 

e A=[-(m-3)]?—-4-1-m=m?-6m+9-4m=m?-10m+9=(m-1)(m-9) 

A>0 = (m-1)(m-9)>0 © me (-~, 1) U(9, +00) 

@ X1-X2—2(x%1+X2)+4>0 

Ze wzorow Viete’a: xX1-X2=mM, xX1+xX2=m-3. 

Stad otrzymujemy: 

m—2(m—3)+4>0 

—m+10>0 

np 10 

e (x1+x2)—4 <0, czyli (m-—3)-—4<0,wiecm <7. 
Ostatecznie otrzymalismy: 

m €(-—0,1) U(9, +00) 

m €(-00, 10) <> me (-~,1) 

m €(-0, 7) 

Rownanie ma dwa rozne rozwiazania wtedy, gdy m € (—«, 1). 

Il sposob - skorzystamy z wtasnosci funkcji kwadratowej. 

Rozwiazania x, X2 rownania kwadratowego x’— (m— 3)x + m= 0 to miejsca zerowe 

funkcji kwadratowej f(x) = x*— (m — 3)x + m. Wykresem funkcji f jest parabola ra- 

mionami zwrocona do gory. Aby rozwazane rownanie spetnito warunki zadania, 

miejsca zerowe funkcji fmusza by¢ liczbami mniejszymi od 2. 
Rysunek przedstawia wykres funkcji kwadratowej 

odpowiadajacy warunkom zadania. 

Warunki zadania mozna zapisa¢ w nastepujacy 

sposob: 

>. A>0O 

f(2) > 0 
aed 

Otrzymujemy: 

[-(m-3)]’-4m>0 (m—1)(m—9) > 0 m €(-0, 1) U(9, +) 

4 —(m—3)-2+m>0<@ 4-m+10>0 = 10 = 

mec? m—-3<4 es, 

<= me (-~, 1) 

Dwa pierwiastki rownania x*— (m—3)x+m=0 sq mniejsze od 2 wtedy, gdy m € (—~, ie 
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Przyktad 4. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametrum (m € R), dla ktorych rozne rozwiaza- 

nia x1, X, rownania x? + (m— 1)x +m + 2 =0 spelniajq warunek |x,| + [x2| < 3. 

Rownanie x? + (m—1)x + m+ 2 =0 to réwnanie kwadratowe, zatem ma dwa rozne 

rozwiazania xj, xX; tylko wtedy, gdy A > 0. Warunek |x,| + |x2| < 3 przeksztatcimy 

w sposob réwnowazny tak, aby skorzysta¢ ze wzor6w Viete’a. Obie strony nieréw- 

nosci sq nieujemne, wiec mozemy podniesé je do kwadratu, zachowujac znak nie- 

rownosci bez zmian. Mamy: 

[xa] + [x2] <3 <> (xl + [xal)? <9 > [xi]? + 2)xal - [xl + [xal? <9 

> X74 2|x1X2| +.X27< 9 <> (xX, 4-X2)?=— 2x4X2 + 2[X1X| < 9 

Zatem rozwigzania rownania x* + (m—1)x+m+2=0 spetniaja nier6wnoS¢ |x;| + |x2| <3 

wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujaca koniunkcja warunkow: 

(1) AS) A (2) (x1 + X2)? = 2x4xX2 + 2|x1x2| ze 

Ad1 A=(m-1)*—4(m+2)=m?—6m-—7=(m—7)(m+1) 

A>0 @ (m-7)(m+1)>0 © me (-~,-1) U (7, +) 

Ad 2 — (xX, 4+ X2)?— 2x4x2 + 2|x1x2| < 9 

Ze wzorow Viete’a: x,;+X2=—(m-—1), xX,;-x,=m+2. Zatem: 

[-(m — 1)]*—2(m+ 2) +2|m+2| <9 
Powyzsza nierOwnoS¢ rozwigzemy, rozpatrujac dwa przypadki ze wzgledu 

na znak wyrazenia m+ 2. 

il ik 

m<-2 m2 -2 

ae i (m-1) <9 

m<-—2 m2 -2 

ae : (m-1)’-3’ <0 
m<-2 m2 -2 

He al Sra i (m—4)(m+2)<0 

m<-2 m 2-2 
é € (-2, 8) i m €(-2, 4) 

uktad sprzeczny m é€ (-2, 4) 

Zbiorem rozwigzan warunku (1) jest (—%0,—1) U (7, +00), zas zbiorem rozwiazan wa- 
runku (2) jest przedziat (—2, 4). Zbiorem rozwiazan koniunkcji warunk6w (1) i (2) 
jest czes¢ wspolna otrzymanych zbiordéw, zatem: 

[m € (-«, -1) U (7, +00) Am € (-2,4)] & me (2,-1) 

Rozwiazania x;, X, rownania x’ + (m—1)x+m + 2 =0 spetniajqa warunek |x,| + |xo| <3 
wtedy, gdy m «€ (2, -1). 
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Przyktad 5. 
a 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych dziedzina funkcji 

f(x) = (m -1)x*+ 2mx + 3m —2 jest zbidr R. 

Dziedzina funkcji f jest zbidr liczb rzeczywistych, tylko wtedy, gdy wyrazenie 

wystepujace pod znakiem pierwiastka kwadratowego przyjmuje wartosci nieujem- 

ne dla kazdego x € R, czyli gdy nierownoSsé (m— 1)x?+ 2mx + 3m-—2 > 0 jest spelnio- 

na przez dowolna liczbe rzeczywista x. Rozwazymy dwa przypadki. 

| przypadek 

Wspotczynnik przy x? jest rowny zeru, czyli m — 1 = 0, skad m = 1. W6wczas nie- 

rownoS¢ jest liniowa i ma posta¢é 

2x+12>0 

Zbiorem rozwigqzan tej nierOwnoSci jest przedziat (—0,5, +00), ktory jest podzbiorem 

wtasciwym zbioru R. Zatem nieréwnoSci nie spetnia kazda liczba rzeczywista, wiec 

parametr m = 1 nie spetnia warunkow zadania. 

Il przypadek 

Jesli m € R— {1}, to nier6wnoSé (m — 1)x* + 2mx + 3m — 2 > 0 jest kwadratowa. 

Spetniaja ja wszystkie liczby rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy parabola bedaca 

wykresem funkcji kwadratowej g(x) = (m— 1)x? + 2mx + 3m — 2 ma ramiona skie- 

rowane do gory, a funkcja g ma co najwyzej jedno miejsce zerowe. 

Zatem warunki zadania sq spetnione wtedy, gdy: 

m—-i>p ee 
Rozwiazemy kolejno otrzymane warunki: 

em-1>0am>10 me (l1,+0) 

e A<0& (2m)?—4-(m-1)-(3m—-2) <0 © 4m?-4.: (3m?-5m+2)<0<a 

nse S 0 <-2| m—= \(m=2) 20'S 

S me{ 5)Ue@ +0) 

Stad mamy: 

m e€(1, +) 

= me (2,+0) 
m e(-= 5] U (2, +00) 

Teraz wystarczy zsumowaé uzyskane wyniki w obu rozwazanych przypadkach. 

Dziedzing funkcji f(x) = (m —1)x*+2mx +3m-—2 jest zbidr liczb rzeczywistych 

wtedy, gdy m € (2, +00). 
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Przyktad 6. 
Nes a 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych przedziat (-%, 1) za- 

wiera sie w zbiorze rozwigzan nier6wnosci mx*—x+m+2 > 0. 

Rozpatrzymy trzy przypadki ze wzgledu na wspotczynnik przy x’. 

I przypadek m=) 

Jesli m = 0, to nieré6wnoé¢ jest liniowa i ma posta¢: —x + 2 > 0, a jej zbiorem roz- 

wiazan jest przedziat (—<0, 2). Zatem (—0, 1) c (-~, 2), czyli parametr m = 0 spetnia 

warunki zadania. 

Ilprzypadek m<0O 

Wowczas parabola bedaca wykresem funkcji kwadratowej f(x) = mx*—x +m + 2 jest 

skierowana ramionami do dotu. Przeanalizujemy, czy mozliwa jest taka sytuacja, 

aby przedziat (co, 1) zawieral sie w zbiorze rozwigzan nierOwnosci 

mx?—x+m-+2 > 0. Mozliwe potozenia paraboli bedacej wykresem funkcji fi zbiory 

rozwigzan nieréwnosci f(x) > 0 ilustruja ponizsze rysunki. 

m<0 m<0 m<0O 

De 0 A=0 A>0 
—_ Xo 

x 

f(x) > 0 f(x) > 0 f(x) > 0 & xe (x1, x2) 
brak rozwigzan brak rozwiazan 

Zauwazmy, ze przedziat (—co, 1) nie jest podzbiorem zbioru pustego ani przedziatu 

ograniczonego (xj, X2). Jeslim < 0, to warunki zadania nie sq spetnione. 

Ill przypadek m>0O 

Parabola bedaca wykresem funkcji f(x) = mx?—x +m + 2 skierowana jest ramionami 

do gory. Mozliwe potozenia wykresu funkcji fi zbiory rozwiazan nieré6wnosci 

f(x) > 0 ilustruja ponizsze rysunki. 

m>0O m>0O ffl > O 

A=0 iX—) A>0O 

xX Xp =X, y= 1 De 1 is 1 ee X 

{W>0 SreR [fX)>0 S xeR-fyh ll fxjs0 Sxe (—o, x1) U (x2, +00); 

(0,1) CR (00, 1) CR- {xy} (—c0, 1) < [(—, x1) U (x2, +00)] 
wtedy i tylko wtedy, gdy wtedy i tylko wtedy, gdy 

fC 1) 0 i Xe X12 11x2> 1 oraz xy > 1, czyli 
iG) aU bere 



Rownania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem 

Z naszych rozwazan wynika, ze warunki zadania sq spetnione, gdy: 

m>0O m>0O 

m>0O (san A>0O 
V V 

A<0 f(4) 20 fj 20 
eee L ae ee 

Zauwazmy, ze warunek drugi i trzeci mozemy zapisa¢ jako jeden warunek 

m>0O m>0 

A>0 S 
Otrzymaligmy: a) J” eeage b) paid 

fQ)20 A<0 CeO 
oe oe | Ree 

Obliczymy najpierw potrzebne wielkoSci: 

e A=(-1)?—-4-m-(m+2)=—4m?-8m+1 
e f(1)=m-1*-1+m+2=2m+1 

e Xy= —. Stad - = ad mamy 

Ad a) 

m>0O m>0 ais 
So eS ne 2+V5 |. 

A<0 —4m’—8m+1 <0 2 

Ad b) 

a m>0O 

_4m*— > A>0 * 4m Ue oY poe Ae 

Me 1 — 21 
2m 

Sumujemy otrzymane zbiory rozwigzan a) oraz b) i uwzgledniamy | przypadek. 

Przedziat (co, 1) zawiera sie w zbiorze rozwiazan nierownosci mx?—x+m+2>0 

wtedy, gdym e€ (0, +2). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania mx*+ 2x +m =0 ze wzgledu na wartos¢ pa- 

rametru m. Naszkicuj wykres funkcji y=g(m), ktora kazdej wartosci parametru 

m przyporzadkowuje liczbe rozwiazan tego r6wnania. 

2. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie 

x? + (m—3)x + m?=0 ma dwa rozne rozwigzania dodatnie. 

3. Wyznacz wszystkie wartoSci parametru m, dla kt6rych nierownosé 

(m —2)x? + mx + (m—2) > 0 jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywista. 

4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla kt6rych suma kwadratow roz- 

wiazan r6wnania x’ — (m — 3)x + m = 0 pomniejszona 0 9 osiaga najmniejszq 

wartos¢. Ile ta wartos¢ wynosi? 
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142 2. Funkcja kwadratowa 

Wykres funkcji kwadratowej z wartoscia 
bezwzgledna 

Przyktad 1. 
eas. 

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = |2x — x?| —x*, x € R. 

W2zo6r funkcji fmozemy zapisa¢ w postaci f(x) = |x(2 — x) | — x’. 
Aby opuscié znak wartosci bezwzglednej, ustalimy najpierw znak wyrazenia x(2 — x). 

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej y = x(2 — x), ktory jest parabola ramio- 

nami zwr6cong do dotu, majaca z osig OX dwa punkty wspOlne (0, 0) oraz (2, 0), 

stwierdzamy, ze: 

x(2-—x) >0 © xe(0,2) oraz x(2—x) <0 © xe --~,0) U(2, +0) 

Stad otrzymujemy: 

2x —x’-x’, jesli x e@,2 
f(x) = ye era ; 

—2x +x°—x", jesli x €(-—o,0)U(2, +00), czyli 

—2x*+2x, jesli x e (0, 2) 
fe) = oe 

=(° a jesli x €(-00,0)U(2,+ 0) 

Wykres funkcji fjest suma wykresow funkcji: 

f(x) =-2x? + 2x, gdzie x € (0,2), oraz f,(x) =—2x, gdzie x € (00, 0) U (2, +00). 

Sprowadzamy wzor funkcji f,(x) =—2x* + 2x do postaci kanonicznej: 

fil®) =—2x2 + 2x ==2(x? =x) =—2 (+4) *|-2(+ 5) +3 

Wykres ta f; otrzymamy, przesuwajac rownolegle wykres funkcji y = —2x? 

o wektor u = 7 ; . Poniewaz funkcja f; jest okreslona w przedziale (0, 2), obli- 

czymy tez jej wartosci na koncach tego przedziatu: 

SE (cette PCE ie. fi(0)= 2{ 0 5) 5-0 Oraze Tice 2[2 5) +3- 4, 

Wykres funkcji f,(x) =—2x szkicujemy w zbiorze (—0, 0) U (2, +00). Na ponizszym 

rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f(x) = |2x — x*| — x’, x © R. 



Wykres funkcji kwadratowej z wartoscia bezwzglednq 

Przyktad 2. 

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = 3 — |x*—|x|—2|,x eR. 

Z wtasnosci wartosci bezwzglednej wiemy, ze x*= |x|?, zatem 

f(x) =3 - |x? — [x] -2| 
Teraz skorzystamy z przeksztatcen wykreséw funkcji, ktore poznates w klasie 

pierwszej. Ustalimy kolejnos¢ przeksztatcen: 

fil) =x2—x—2 PAOD p69 pepe] ZOD 69 = at2—tal -2| So" 
es 

fal) =-|Ixl?— [x] - 2] 4S" f(x) = 3 — Ix? xl -2| 

Aby naszkicowa¢ wykres funkcji f,(x) = x?— x — 2, nalezy wyznaczyé punkty charak- 

terystyczne wykresu: miejsca zerowe funkcji f;: -1 oraz 2; wspoltrzedne wierz- 

chotka paraboli bedacej} wykresem funkcji f;: G 24 | wspotrzedne punktu 

przeciecia wykresu funkcji f; z osia OY: (0, —2). Wykres funkcji f, oraz wykresy po- 

zostatych funkcji (przeanalizuj je!) przestawiaja rysunki ponizej. 

AY 
+4 
413 

4 
4 

3 

2 

1 

3 4X | 43 

=f) ty 

y=f,(x) 

Sprawdz rozumiesz 

1. Naszkicuj wykres funkcji fi omdw jej wtasnosci, jesli: 

a) f(x) =x- |[x-1| b) f(x)=|x+3]-x-2x ce) f(x) = x?-|x?-- 4 

2. Naszkicuj wykres funkcji fi oméw jej wtasnosci, jesli: 

a) f(x) = |x’- 2x — 3] b) f(x) =1-|x*-1| c) f(x) = x*— 4 |x] - 
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2. Funkcja kwadratowa 

Rownania i nieré6wnosci kwadratowe 

z wartoscia bezwzgledna 

Rozwiazywanie réwnan i nier6wnoésci kwadratowych z wartoscia bezwzgledna 

zilustrujemy przyktadami. 

Przyktad 1. 

Rozwiazemy rownanie |x?— 1| + |5—x|-—6 =0. 

W tym przypadku skorzystamy z definicji wartosci bezwzglednej i zapiszemy dane 

rownanie bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej. Aby okresli¢ znak wyrazenia 

x*— 1 oraz 5 —x, postuzymy sie szkicami wykres6ow: funkcji kwadratowej f,(x) =x?—1 

oraz funkcji liniowej f(x) =5 —x. 
Na podstawie rysunku tatwo ustali¢, ze: 

(x*-1 >0A5-x>0) © xe (-~,-1) U'(1, 5) 

(x?-1<0A5-x>0) © xe (1,1) 

So 7 (xX2-1>0A5-x<0) 6 xe (5, +0) 
et Eee eee 

Teraz wystarczy rozwazy¢ trzy przypadki: 

1) jeslix € (-c, -1) U (1, 5), to [x?—-1] = x*-1 oraz |5 —x| =5—-x; 
2) jeslix € (-1, 1), to |x?— 1] =—-x? + 1 oraz |5 —x|=5—x; 

3) jeslix e (5, +00), to |x?- 1] =x*-1 oraz{5 —x|=-5 +x. 

Rownanie |x? — x| + |5 —x| —- 6 = 0 mozemy zapisa¢ w postaci alternatywy nastepu- 

jacych uktadéw warunkow: 

x €(-00, -1) U1, 5) x €(-1,1) x €(5, +0) 

led eee : =x + [ee 5.x — 60 Y bene Een 

skad 

x €(-o0, -1) Ud, 5) x e(=1,1) x €(5, +00) 

meat . —-x’-x =0 4 eb 

czyli 

X¢ (=, 05) x €(-1,1) " x €(5, +00) 

(x —2)(x +1) =0 x(x +1) =0 (x +4)(x —3) =0, 

zatem 

Xe =o 1) y i @(=1,1) : (! € (5, +00) 

x e{-1, 2} x €{-1, 0} x € {-4, 3} 

Otrzymujemy: 

[Xx a= I9 2h xe {0} eee x ertei ez) 

Rozwiazaniami rownania |x? — x| + |5 —x| — 6 = 0 sa liczby: —1, 0, 2. 
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Rownania i nieréwnoésci kwadratowe z wartosciq bezwzgledna 

Przyktad a 

Rozwiqgzemy rownania: 

a) *|3x?— 2x] =1 b) |3x2+ 8x+1|=3x?+8x4+1 

Kazde z powyzszych rownan mozemy rozwigzaé metoda przedstawiong w przy- 

ktadzie 1. (sprébuj rozwiaza¢ te rownania, korzystajac z definicji wartosci bez- 

wzglednej). My jednak przedstawimy inne sposoby rozwiazan. Do rozwiazania 
rownan zastosujemy wtasnosci wartosci bezwzglednej. 

Ad a) Wiemy, ze 

jeslia > 0,to|w|=a = (w=-a v w=a). 

Zatem rownanie |3x? — 2x| = 1 przedstawiamy w postaci alternatywy dwoch 
rownan: 

3x? 2x=—-1 v 3x?-2x=1, 

skad 

3x?—2x+1=0 v__-Bx*-2x-1=0 

A=-8,-8 <0 A=16,JjA 44 

rownanie sprzeczne x=—3 X= 1 

Rownanie |3x*— 2x| = 1 ma dwa rozwiazania: > 2 

Ad b) Zauwazmy, ze 

lwj=w & w20 

Zatem, aby rozwiqza¢ rownanie 

|3x*+ 8x + 1| =3x?4+ 8x+1, 

wystarczy wyznaczyé zbior tych wszystkich liczb, dla ktérych wyrazenie 3x*+ 8x+1 

jest nieujemne. Mamy: 

3x*+8x+1>0 

A=52, VA =2y13 
_-4 e138 Se -4 +13 

3 c 

Parabola bedaca wykresem funkcji y = 3x2 + 8x + 1 zwrocona jest ramionami do gory, 

wiec 3x*+8x+1 > 0 wtedy, gdy 

xe =) (a ‘= : 2 ve. 

Rownanie |3x? + 8x + 1| = 3x? + 8x + 1 spetniajq wszystkie liczby rzeczywiste nale- 

zace do zbioru 

[~ +1) (tes *s) , 3 Sie 

Xy 
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146 2. Funkcja kwadratowa 

Prayktad 3. 
\ 

Rozwiazemy algebraicznie i graficznie rownanie |x? + 2x — 3| = |x—1|. 

1) Rozwiazanie algebraiczne 

Skorzystamy z wtasnosci wartosci bezwzglednej: 

ja|=|b| & (a=bva=-b) 

Zatem: 

[x24 2x— 3] =|x-1| <> [x?4+2x-3=x-1 v x*2+2x-3=-x+1] © 

<> [x?+x-2=0 v x24+3x-4=0] © [(x+2)(x-1)=0 v (x+4)(x-1)=0] © 

& [xe (2, 1} vxe ¢4,1}] © xe (-4,-2,1} 

Rozwigzaniami rownania |x? + 2x — 3| = |x — 1| sa liczby: —4, —2 oraz 1. 

2) Rozwiazanie graficzne 

Rownanie |x? + 2x — 3} = |x — 1| traktujemy jako rownosé dwoch wartosci funkcji: 

f(x) = |x? + 2x — 3] oraz g(x) = |x— 1]. Wykresy funkcji fi g szkicujemy we wspolnym 

uktadzie wspdtrzednych i wyznaczymy te argumenty, dla kt6érych funkcje przyj- 

muja te samq wartosé. 

Latwo sprawdzi¢, ze: 

f-4)=g(-4)=5 
f-2) =g(-2)=3 
fC) =9(1) =0 

Rozwiazaniami réwnania |x* + 2x — 3| = |x—1| sa liczby: —4, —2, 1. 

Przyktad 4. 
ee 

Rozwiazemy algebraicznie i graficznie niero6wnosé “(8 —3)?> 45 —|x— 6]. 

1) Rozwiagzanie algebraiczne 

Nieréwnoés¢ przeksztatcamy rownowaznie w nastepujacy sposob: 
1 1 
—(x-— 3)? > 4=-|x-6 5 ) Se ol 

1 26x +9) Analy 6l 
Z 2 

ble By ade lye =0) 
Z Z 2 

aX? 3x+ [x-6| >0 

Teraz rozwazymy dwa przypadki ze wzgledu na znak wyrazenia x — 6. 



+ 

Rownania i nieré6wnosci kwadratowe z wartosciq bezwzglednq 

x= 6 . tie 

HH aii ots 
oe —3x —(x -—6)2>0 5% —3x+x-620 

ee O x26 

1 2 eal 
pee ote 2 pes e A 

Zbiorem rozwiazan nier6wnosci se 4x + 6 > 0 jest (—co, 2) U (6, +00), zaS zbiorem 

rozwiqzan nierOwnosci oe — 2x — 6 > 0 jest (-, —2) U (6, +00) (sprawdz). Otrzy- 

mujemy: 

<0 x>6 
Vv 

x €(-00, 2) U6, +00) x €(-, —2) U6, +00), 

zatem x € (—%, 2) v x € (6, +0), czyli x € (—00, 2) U (6, +00). 

Zbiorem rozwigazan nierdwnosci at —3)?> 45 — |x — 6| jest (—co, 2) U (6, +00). 

2) Rozwiazanie graficzne 

Przyjmijmy, ze f(x) = (e— 3)? oraz g(x) = 45 —|x-—6]. 

Aby rozwiazac¢ nierownosé a —3)*> 5 —|x—6]|, wystarczy wyznaczy¢ zbior tych 

argumentow, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartoSci nie mniejsze niz funkcja g. 

Szkicujemy wykresy funkcji fi g we wspolnym uktadzie wspotrzednych. 

es 
© file) = Fx? 2) fq = 3 (3) 

vf] 1 
e gi(x) =—|x] ———— ese he 4) 

Wykresy funkcji fi g przedstawione sq na ponizszym rysunku. 

Wykresy przecinajq sie w punktach 

2; 3: oraz | 6, 4 A 
2 Zz 

(sprawdz, wykonujac odpowiednie obli- 

czenia). 
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148 2. Funkcja kwadratowa 

Z wykresu odczytujemy, ze f(x) > g(x) wtedy, gdy x € (—2, 2) U (6, +), zatem zbio- 
\ 

rem rozwiazan nieréwnosci Aes —3)?> c — |x — 6| jest (—e0, 2) U (6, +00). 

Przyktad 5. 

Rozwiazemy nierOwnosci: 

a) |x?- 2x| <1 b) (4x-—1)?-2]4x-1]-3 20 

Ad a) Z wiasnosci wartosci bezwzglednej wiemy, ze 

jeslia>0,to|w]<a@-a<w<a. 

Zatem nierOwnos¢é 

xe 2x 

mozemy zapisa¢ w postaci nier6wnosci podwéjnej —1 < x*— 2x < 1, ktora jest ré- 

wnowazna uktadowi nierownosci 

x?—2x > -1 

cae =<aleerczyii 

x°-2x +1>0 

fe 2x -1<0 

Teraz wystarczy rozwigza¢ kazdq nierdwnos¢ uktadu, a nastepnie wyznaczy¢ czesé 

wspolnq ich zbioréw rozwiagzan. 

Zbiorem rozwigzan nierOwnoSsci x?— 2x + 1 > 0, czyli (x—1)* > 0, jest zbiér 

R- {1} 
Zbiorem rozwiazan nierownosci x*— 2x — 1 < 0 jest zbiér 

(1 ey ele AP) (sprawdz). 

Zatem zbiorem rozwigzan uktadu nierdéwnosci jest zbidér 

(ie ri (ia 2) 

Zbiorem rozwiazan nierownosci |x? — 2x| < 1 jest (1 zene 1) U (4, 1+ V2). 

Ad b) Zauwazmy, ze w*= |w|?, zatem nieré6wnos¢é 

(4x — 1)?-2|4x-1|-3>0 
mozemy zapisa¢ w postaci: 

[4x —1|?-2]4x-1|-3>0 

Rozwigzemy te nierownos¢, wprowadzajac zmienng pomocnicza t, gdzie 

t=|4x-1| 

Otrzymujemy nierOwnosé kwadratowa 

t?-2t-3>0 
z niewiadoma t. Zbiorem rozwiazan tej nier6wnosci jest zbidr 

(—c0, -1) U (3, +00), czyli 

tal VtS 3 



* 

Rownania i nieréwnosci kwadratowe z wartosciq bezwzglednq 

Ale t= |4x— 1], wiec mamy alternatywe nier6wnosci: 

|4x-—1]| <-1 v |4x-1| >3 

Zauwaz, ze nierOwnosé 

|4x-1| <-1 

jest sprzeczna. 

Nierownos¢ |4x—1| > 3 rozwiazemy, korzystajac z wtasnosci wartosci bezwzglednej: 

jeslia >0,to|w| >a @ (w<-a v wea) 

Otrzymujemy: 

J4x—1| >3 = (4x-1<-3 v 4x-133) 0 

= (4x <-2 v 4x24) 0° 

o(x<-} Vv x>1) & 

Ostatecznie: 

[Wax tpeatey [4x21 3] ic 

> SHE [—, $\u (1, +00) 

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci (4x—1)?—2|4x—-1|-—3 >0 est{ —$\u (1, +00). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rozwigz rownania: 

a) |x?-4|=1 b) x?+ |x-—3]=4x-3 c) 2|x2+ 1|=|x|+1 

2. Rozwiaz nier6wnosci: 

a) |x?-4x-3| <6 b) |x+1| >x?-|x-1| c) |x} +J1—x?| >1 

3. Rozwiaz algebraicznie i graficznie rownania: 

a) x?+ 3|x-1|=1 b) (x+1)- |x-2|=2-x 

4. Rozwiaz algebraicznie i graficznie nier6wnosci: 

ay IZ—=X.) = xX b) [x?-3x| > 2x 

149 



150 2. Funkcja kwadratowa 

Rownania kwadratowe z wartoscia bezwzgledna 

i parametrem 

Przyktad 1. 
ERE 

Wyznaczymy liczbe rozwiazan rownania x*— 2|x|—m?+ 1=0 ze wzgledu na wartos¢ 

parametru m, gdzie m € R. 

| sposob - rozwigzanie algebraiczne. 

Rozwazymy dwa przypadki ze wzgledu na wartos¢ bezwzgledna. 

x0 x 20 
i we alle ; 

x?+2x —m’+1=0 x?—-2x —m’+1=0 

I przypadek 

x*+2x—m?+1=0 a xe (-0,0) 

A=4-4(-m?+1)=4m? 

Poniewaz A > 0 dla kazdego m € R, wiec rownanie x? + 2x—m?+ 1=0 ma w zbiorze 

liczb rzeczywistych co najmniej jedno rozwiazanie. 

e Jesli A= 0 (m= 0), to rownanie ma w zbiorze liczb rzeczywistych jedno roz- 

wiazanie rowne —1. Rozwigzanie to jest takze rozwiazaniem rozwazanego 

rownania, bo —1 € (—, 0). 

Zatem jesli m = 0, to rownanie ma jedno rozwigzanie —1. 

e JesliA>0 (m e R- {0}), to rownanie ma w zbiorze liczb rzeczywistych dwa 

rozwigzania X1, X2, gdzie: 

_-2-V4m? _-2-2im|__, 
X1 |m| 

Z 2 
2 — xq= 24am . an eka 

Liczby x,, Xx; beda rozwiazaniami rozwazanego réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy 

bedg nalezaty do zbioru (—, 0). Mamy zatem trzy przypadki: 

— rdwnanie nie ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy m € R— {0} oraz 

X1 € (—co, 0) i x2 € (—, 0), czyli: 

[-1—|m| > 0 A -1+|m| >0 A me R-{0}] © 

= ||m| <2 [m| 214 me R— {0}] uktad warunk6ow sprzeczny 

— rOwnanie ma dwa rézne rozwiazania, z ktorych kazde jest rozne od —1, wtedy 

i tylko wtedy, gdy m € R— {0} oraz xi € (—20, 0) i xz € (co, 0), czyli: 

[-1-|m| <0 A -1+|m| <0 ~ me R-{0}] © 

<> [|m|>-1 a |m| <1 a me R-{0}] © me(-1,0)U (0,1) 
— réwnanie ma jedno rozwiazanie (rézne od —1) wtedy i tylko wtedy, gdy 

m © R—{0} oraz xi € (—0, 0) i x2 ¢ (0, 0) lub x1 € (0, 0) i x2 € (0, 0). 

Taka sytuacja ma miejsce dla pozostatych wartosci parametru m, czyli wtedy, 

gdy m € (-c, -1) U (1, +00). 
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Rownania kwadratowe z wartosciq bezwzglednq i parametrem 

Podsumujmy nasze rozwazania dla | przypadku. 

Rownanie x? + 2x— m?+1=0, gdzie x < 0 ma: 

— jedno rozwiazanie wtedy, gdy m € (—s0, -1) U {0} U (1, +00) 

— dwa rozwiazania wtedy, gdy m € (—1, 0) U (0, 1). 

Il przypadek 

x*—2x—m?+1=0 ~ xe (0, +0); wowczas A = 4m?, 

Dla kazdego m € R A > 0, wiec rownanie x*— 2x— m?+ 1=0 ma w zbiorze liczb rze- 
czywistych co najmniej jedno rozwiazanie. 

e Jesli A= 0 (m= 0), to r6wnanie ma w zbiorze liczb rzeczywistych jedno roz- 

wigzanie rowne 1. Liczba 1 nalezy do przedziatu (0, +00), wiec jest rozwiaza- 
niem rozwazanego rownania. 

Zatem jesli m = 0, to rownanie ma jedno rozwiazanie réwne 1. 

e Jesli A > 0 (m © R— {0}), to rownanie ma w zbiorze liczb rzeczywistych dwa 
rozwigzania X3, X4, gdzie: 

x3=1-|m|, x4=1+|ml]. 

Liczby x3, X, Sq rozwiazaniami rozwazanego rdwnania wtedy i tylko wtedy, gdy 

naleza do przedziatu (0, +00). Zachodza nastepujace przypadki: 

— rownanie nie ma rozwigazan wtedy, gdy m e€ R — {0} oraz x3 ¢ (0, +00) 

ix4 ¢ (0, +00); taki przypadek nie zachodzi (sprawdz) 

— rownanie ma dwa rozne rozwigzania, z ktorych kazde jest r6zne od 1 wtedy, 

gdy m € R — {0} oraz x3 € (0, +00) i x4 € (0, +00), czyli wtedy, gdy 

m € (-1,0) U (0, 1) (sprawdz) 

— rdwnanie ma jedno rozwiazanie (rdzne od 1) wtedy, gdy m € R — {0} oraz 

x3 € (0, +00) ix4 € (0, +00) lub x3 ¢ (0, +00) i x4 € (0, +00), czyli wtedy, gdy 

m € (-*0,-1) U (1, +00) (sprawdz). 

Podsumujmy II przypadek. 

Réwnanie x* — 2x— m* + 1=0, gdzie x > 0, ma: 

— jedno rozwiazanie wtedy, gdy m € (—<, —-1) U {0} U (1, +0) 

— dwa rozwiazania wtedy, gdy m € (-1, 0) U (0, 1). 

Nasze spostrzezenia zapiszemy w tabelach: 

I przypadek: x?+ 2x—m?+1=0Ax<0 _ ILprzypadek: x?-2x—m*+1=0ax>0 

| ete | wartosc¢ ae wartosc¢ 

_réwnania > aa a crownania | Paamei 
1 | meCy—-)uyMudtro)} | 1 |me (o-1) Vv {0} (1, +9) 
2 | me(1,0)4 0,1) 2 | met 0UG1) 

151 



LOZ 2. Funkcja kwadratowa 

Rownanie wyjsciowe x*— 2|x| — m?+ 1 =0 ma: 

— dwa rozwiazania, jesli kazde z rownan I. oraz II. mia po jednym rozwiazaniu, czyli: 

[m € (0, -1) U {0} U (1, +00) Am € (—«, -1) U {0} U (1, +00)] 
<= me (-«,-1) U {0} U (1, +) 

— trzy rozwiazania, jesli rownanie I. ma jedno rozwigzanie i rownanie II. ma dwa 

rozwiazania lub réwnanie I. ma dwa rozwigzania i rownanie II. ma jedno roz- 

wiazanie, czyli: 
m €(-o, -1) U {0} U (1, +00) yn) LE (-1, 0) U (0,1) 

m €(-o,1)U (0, 1) ic €(-o, -1) U{0} U (1, +00) 

<> me{-1,1} 

- cztery rozwigzania, jesli rownanie I. i rownanie II. maja po dwa rozwigzania, czyli: 
m €(-1, 0) U(0,1) <> me (-1,0) U (0, 1) 
met—1, 0)'O (0; 1) 

Ostatecznie rownanie x? — 2|x| —m* + 1=0 ma: 
dwa rozwiazania, jesli m € (—co, -1) U {0} U (1, +00) 

trzy rozwigqzania, jesli m € {-—1, 1} 

cztery rozwiagzania, jesli m € (—1, 0) U (0, 1). 

Dyskusja nad liczba rozwiazan r6wnania kwadratowego z wartoscia bezwzgledna 

i parametrem nie musi byé tak pracochtonna, jak pokazuje powyzsze rozwigqzanie 

algebraiczne. Wszystko zalezy od metody, jaka wybieramy do rozwiazania danego 

problemu. W tym przypadku zdecydowanie krotsze i tatwiejsze jest rozwiazanie 

graficzne. 

II sposob - rozwigzanie graficzne. 

Rownanie x?— 2|x| — m?+ 1 = 0 jest rownowazne réwnaniu x?— 2|x| = m?— 1. 

Rownanie x*— 2|x| = m*— 1 interpretujemy jako rownoSsé wartosci dw6ch funkcji tej 

same] zmiennej x: 

f(x) =x? — 2|x| oraz g(x) =m?-1, gdziex e R,me R. 

Rownanie f(x) = g(x) ma tyle rozwigzan, ile punkt6w wspolnych maja (w zaleznosci od 

wartosci parametru m) wykresy funkcji fi g. Funkcja g(x) =m? — 1 jest funkcja stata. 

Wykres funkcji f(x) = x*— 2|x| otrzymamy w wyniku przeksztatcenia f(x) = fi (Ix1), 

gdzie f,(x) = x*— 2x. Sytuacje te ilustruje ponizszy rysunek. 

A; 
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Z rysunku odczytujemy, ze rownanie x’ — 2|x| = m?— 1: 
e nie ma rozwigzan wtedy, gdy: 

m?—1<-1 <= m?< 0-nieréwnosé sprzeczna 
e ma dwa rozwiazania wtedy, gdy: 

m2—1=-1vm?-1>0 ©& m=0vm?-1>50 6 me (-o,-1) U{0} U (1, +00) 
e ma trzy rozwiazania wtedy, gdy: 

m@—1=0 = m=-lvm=1 
e ma cztery rozwiazania wtedy, gdy: 

=m — 1 = 0S OS rea me (—1)'0) (0,1); 

Rownanie x*— 2|x| —m?+ 1=0 ma dwa rozwiazania, jeslim € (—s0,—1) U {0} U (1, +9); 

trzy rozwiazania, jesli m € {—1, 1}; cztery rozwigzania, jesli m € (—1, 0) U (0, 1). 

Przyktad 2. 
SL 

Wyznaczymy liczbe rozwiazan rownania |x? + 3x—4|=m- |x—1| ze wzgledu na war- 

tos¢ parametru m oraz ustalimy, jaki znak maja te rozwigzania. 

Zauwazmy, ze wyrazenie x’ + 3x — 4 mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej (x + 4)(x—1). 

Stad rownanie ma posta¢ 

|(x+ 4)(x-1)|=m- |x-1| 

Korzystajac z wtasnosci wartoSsci bezwzglednej, a nastepnie z prawa rozdzielnosci 

mnozenia wzgledem odejmowania, otrzymujemy: 

Ix+4|-|x-1]=m-|x-1| 

|x+ 4| -|x-—1|—m- |x-—1|=0 

|x —1]|-(|x+4|—m)=0 

Z wiasnosci iloczynu mamy: 

|x—1|=0 v |x+4|=m 

Rownanie |x* + 3x — 4| = m- |x — 1| przeksztatcilismy r6wnowaznie, otrzymujac 

alternatywe prostych rownan z wartoSsciq bezwzgledna. 

Rownanie |x — 1| = 0 ma jedno rozwigzanie rowne 1. 

Liczbe rozwiazan oraz znaki rozwiazan rownania |x + 4| =m ustalimy, interpretujac 

to rownanie graficznie jako rownosé wartosci funkcji y = |x + 4| oraz y = m. 

Zauwaz, ze jeslim=5, to rownanie 

|x + 4| = 5 ma dwa rozwiazania, 

z ktorych jednym jest 1. 

fie Ga tel76 252425 S215 \|Oaere Bilan 5 X 
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Z rysunku odczytujemy, ze rownanie |x + 4| =m: 

— nie ma rozwigzan wtedy, gdy m < 0 

— ma jedno rozwiazanie (x =—4) wtedy, gdy m= 0 

— ma dwa rozwiazania wtedy, gdy m > 0, przy czym: 
e oba rozwiazania sa ujemne i zadne z nich nie jest rowne 1, jesli 

m é (0,4) 
e jedno rozwigzanie jest ujemne, zas drugie rowne zeru, jesli 

m=4 
e jedno rozwigzanie jest ujemne, zas drugie dodatnie i rézne od 1, jesli 

m é€ (4,5) U (5, +00) 

e jedno rozwiazanie jest ujemne, a drugie rowne 1, jesli m=5. 

Podsumujmy nasze rozwazania. 

Rownanie |x?+ 3x—4|=m- |x—1| ma: 
e jedno rozwiazanie, jesli m € (—-, 0); rozwiazanie to jest dodatnie (x = 1) 

e dwarozwigzania, jeslim € {0,5}, przy czym jedno jest ujemne, a drugie dodatnie 

e trzy rozwigzania, jeslim € (0,5) U (5, +00), przy czym: 

— jeslim e (0, 4), to dwa rozwiazania sa ujemne i jedno dodatnie 

— jesli m= 4, to jedno rozwiazanie jest ujemne, drugie dodatnie i trzecie rowne 

zero 

— jeslim € (4,5) U(5, +00), to jedno rozwiazanie jest ujemne i dwa dodatnie. 

Sprobuj przeanalizowaé liczbe rozwiazan rownania |x* + 3x — 4{ =m - |x — 1| ze 

wzgledu na wartosé parametru m, interpretujac je jako rownosé wartosci dwoch 

funkcji f(x) = |x? + 3x —4| oraz g(x) =m- |x—1]. 

Zauwaz, ze jesli m= 0, to funkcja g ma wzor g(x) = 0; zas jesli m # 0, to do przeanali- 

zowania wykresu funkcji g zastosuj powinowactwo prostokatne. 

Ktora metoda rozwigzania w tym przypadku jest bardziej pozadana? 

Przyktad 3. 
GMS 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m (m e€ R), dla ktorych rownanie 

x*— (m—3)- |x| +m =0 ma dwa rézne rozwiazania. 

Zauwazmy, ze dane rownanie mozna zapisac w postaci: 

) |x|’—(m—3) - |x] +m=0 
Rownanie (*) sprowadzamy do r6wnania kwadratowego przez podstawienie t= |x]. 
Otrzymujemy: 

(2") t?—(m—3)-t+m=0 

Rownanie (*) bedzie miato dwa rézne rozwiazania wtedy, gdy rownanie kwadra- 
towe (**) z niewiadoma t bedzie miato jedno rozwiazanie dodatnie lub dwa rézne 
rozwiazania, z ktorych jedno jest dodatnie, a drugie ujemne. 
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Rownania kwadratowe z wartosciq bezwzgledna i parametrem 

Zatem na réwnanie t?— (m~ 3) - t+ m=0 wystarczy natozyé nastepujace warunki: 
A=0 . Aa 0 

Gee 0 f+-t2 =<2.0 

Obliczamy kolejno: 

e Ac =[-(m-3)}?—4-1-m=(m-3)?-4m= 
=m*—6m+9-—4m=m2-10m+9= 

=(m—1)(m-9) 
e ait ie] 

Z 

e ti-t=m 

Otrzymujemy: 

ae em (m9) = 0 
m—3 ey 
——>0 m<0 

2 

Stad 

m €{1, 9} . m €(-00,1) U(Y, +00) 

i SS Bs m0; 

zatem 

m=9vme (-~,0), 

czyli 

m € (-«, 0) U {9} 

Rownanie x*—(m-—3) - |x| +m=0 ma dwar6zne rozwiazania, jeslim € (—20, 0) U {9}. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania |x?— 1| = 3 — m? ze wzgledu na wartos¢ pa- 

rametru m (me R). 

2. Wyznacz te wartosci parametru m (m € R), dla ktérych rownanie 

x- |x+1|—x=6-2m ma wiecej rozwigzan ujemnych niz dodatnich. 

3. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania |x*+ 5x +6|=m- |x+2| ze wzgledu na war- 

tos¢ parametru m (m € R). 

4. Dla jakich wartosci parametru m rownanie x*— (m + 2) - |x| +m+3=0 nie ma 

rozwigzan? 
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xt i a plaska - czworokaty 

Podziat czworokatéw. Trapezoidy 

Czworokat jest to wielokat majacy cztery boki. 

a) b) 

Czworokat na rys. a) jest wypukly, a na rys. b) wklesty. Odcinek, ktory taczy dwa 

wierzchotki wielokata i nie jest jego bokiem, nazywamy przekatna wielokata. 

Kazdy czworokat ma dwie przekatne. Zauwaz, ze przekatna nie musi zawiera¢ sie 

w wielokacie. 

Suma dtugoSsci bokéw wielokata to jego obwdd. 

Sprobuj udowodni€¢ nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
Suma katé6w dowolnego czworokata jest rowna 360°. 

Ponizej przedstawiamy podziat czworokatow wypuktych. 

trapezy 

rownolegoboki 

romby 

trapezoidy prostokaty kwadraty 

Zasadniczy podziat czworokatow wypuktych wyznaczony jest przez liczbe par 
bokow rownolegtych. I tak mamy: 

e trapezoidy, czyli czworokaty niemajace ani jednej pary bokéw rownolegtych; 

e trapezy, czyli czworokaty majace co najmniej jedna pare bokow rownolegtych. 
Wsrod trapezow wazngq grupe stanowia: 

e rownolegtoboki, czyli czworokaty majace dwie pary bokéw réwnolegtych. 



Podziat czworokatéw. Trapezoidy 

Przyktadem trapezoidu jest deltoid. Deltoidem nazywamy c 
czworokat wypukty, ktory ma tylko jedna o§ symetrii zawiera- 
jaca przekatna tego czworokata. 

Twierdzenie 2. (wtasnoéci deltoidu) 
a) Przekatne deltoidu sa prostopadte. 

b) Miary katow deltoidu miedzy bokami majacymi rézne dtugosci sq rowne. 

c) Przekatna deltoidu taczaca wierzchotki katéw o réznych miarach zawiera sie 
w ich dwusiecznych. 

d) Punkt przeciecia przekatnych deltoidu dzieli przekatna - taczaca wierzchotki 
katow o rdwnych miarach - na potowy. 

Powyzsze twierdzenie udowodnisz bez trudu, jesli zauwazysz, ze trojkaty ACD i ACB 

Sa przystajace oraz trojkaty DSC i BSC sa przystajace. 

W kolejnych tematach zajmiemy sie wtasnosciami czworokatow wypuktych. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Oblicz miary katéw czworokata ABCD, wiedzac, ze: 

a) najmniejszym katem jest kat przy wierzchotku A, a kolejne katy, zaczynajac 

od kata przy wierzchotku B, sa wieksze 0 10° od kata poprzedniego 

b) pozostajq one w stosunku 1:2:4:5. 

2. Obwdod czworokata jest rowny 52 cm. Jedna przekatna dzieli czworokat na dwa 

tréjkaty: jeden rdwnoboczny i drugi rownoramienny, w ktoérym ramie jest 

o 6 cm krotsze od podstawy. Oblicz dtugos¢ bokéw czworokata. Rozwaz dwa 

przypadki. 

3. W czworokacie ABCD sumy miar przeciwlegtych katow sq rowne. Wiedzac, ze 

|<{DAB| : |< BCD| =4:5 oraz kat ADC ma miare 0 40° wieksza niz kat ABC, oblicz 

miary kat6w czworokata. Czy dany czworokat jest deltoidem? Odpowiedz 

uzasadnij. 

4. Obwéd deltoidu jest rowny 70 cm. Jeden z jego bokdéw jest 0 25% krotszy od 

drugiego. 
a) Oblicz dtugosci wszystkich bokéw deltoidu. 

b) Wiedzac dodatkowo, ze przekatna niebedaca osiq symetrii figury ma dtu- 

gosé 24 cm, oblicz dtugosé drugiej przekatnej. 
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158 3. Geometria ptaska — czworokaty 

Trapezy 

Przypomnijmy: trapezy to czworokaty majace co najmniej jedna pare bokéw row- 

nolegtych. Boki r6wnolegte nazywamy podstawami, pozostate - ramionami. 

W ramach tego tematu zajmiemy sie wtasnosciami trapezow, gtownie tych, ktore 

maja tylko jedng pare bokéw réwnolegtych. 

>_ 
[a (a\ 

Na rysunku c) jest przedstawiony trapez prostokatny (czyli trapez, w ktorym jedno 

z ramion jest prostopadte do podstaw), a na rysunku d) - trapez rownoramienny 

(czy trapez, w ktorym katy przy podstawie sa rowne). 

WysokoScia trapezu nazywamy odcinek (a takze jego dtugos¢) prostopadty do 

podstaw, ktorego konce naleza do podstaw lub ich przedtuzen. 

Rozwazmy dowolny trapez. Oznaczmy katy przy jednym z ramion przez a if. 

[B) Przedtuzamy podstawe i oznaczamy kat /, przylegty 

do a (patrz rysunek obok). Mamy wiec 

B./@\ a+B,=180° 
Ale 

f,=B8 (na mocy twierdzenia, ktore poznates w klasie pierwszej, o dwoch 

prostych réwnolegtych przecietych trzecia prosta, katy £, if to katy naprzemian- 

legte wewnetrzne). Otrzymujemy wiec rownosé 

a+B=180° 
Udowodnilismy nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
W dowolnym trapezie suma katéow przy kazdym ramieniu jest rowna 180°. 

W klasie pierwszej poznates tez twierdzenie o odcinku taczacym Srodki dwéch bo- 

kow trojkata (przypomnij sobie to twierdzenie!). Udowodnimy teraz podobne 
twierdzenie dotyczace trapezow. 

Twierdzenie 2. 
W dowolnym trapezie odcinek taczacy Srodki ramion jest rownolegty do podstaw 
trapezu i jego dtugosc jest potowa sumy dtugosci podstaw. 



Trapezy 
a 

Dp C Zatozenie: dany jest trapez ABCD 
AB || CD 

E F |AE| = |ED| 
|BF| = |FC| 

z B  Teza: EF || AB 
1 

|EF| = 5 (ABI + |CD|) 

Dowdd (sposob | - z wykorzystaniem przystawania tréjkat6w): 

Prowadzimy prosta DF, kt6ra przecina prosta AB w punkcie G: 

D G 

Zauwazamy, ze: 

|< CFD| = |< BFG| (katy wierzchotkowe) 

|< DCF| =|<GBP| (katy naprzemianlegte wewnetrzne) 

|BF| = |FC| (z zatozenia) 

Z tego wynika, ze 

ACDF = ABGF (cecha kbk przystawania trojkat6w) 

Przystawanie tréjkat6w CDF i BGF pozwala stwierdzi¢, ze 

|CD| = |BG| i |DF| = |FG| 
Zatem odcinek FF taczy Srodki bokéw AD i GD troéjkata AGD. 

G 
\ 
\ 
\ 

Tak wiec z twierdzenia 0 odcinku taczacym Srodki dwoch bokow trojkata wynika, ze 

EF || AG, czyli rowniez 

EF || AB oraz 

|EF| = AGI ale 

|AG| = |AB| + |BG| = |AB| + |CD|, wiec ostatecznie 

|EF| = = (IAB + |CD\), co konczy dowéd twierdzenia. 
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Dow6d (spos6b II - z wykorzystaniem dziatan na wektorach): 

Niech wierzcholki A, B, C, D trapezu oraz Srodki E, F ramion wyznaczajq wektory. 

D G 

A B 

Wektor EF przedstawimy na dwa sposoby jako sume innych wektor6w 

(1) EF =ED + DC’+ CF 

(2) EF = EA + AB + BF 

Rownosci (1) i (2) dodajemy stronami i otrzymujemy: 

2- BF =| 6+ a) + AB + DC +{ CF + BF 

Wektory ED i EA oraz CF i BF to pary wektorow przeciwnych, wiec ich suma jest 

wektorem zerowym. Zatem: 

2. EF = AB + DC 
Wektory AB i DC sa rownolegte (z zatozenia) oraz maja zgodne zwroty, wiec 

z ostatniej rownosci wynika, ze 

EF || AB || DC 

oraz 

AB + DC : ae 
zatem 

|EF| = = (IAB +|CD}), co konczy dowé6d twierdzenia. 

Przyktad i. 

Stosunek dtugosci podstaw trapezu jest rowny 1 : 3. Odcinek taczacy srodki ramion 

w tym trapezie jest o 6 cm dtuzszy od krotszej podstawy. Obliczymy dtugosé tego 
odcinka. 
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Poniewaz i = > wiec mozemy przyja¢, ze dla pewnej dodatniej liczby a 

|CD| =a i |AB| = 3a 

Odcinek FF jest 0 6 cm dtuzszy od podstawy CD, wiec 

|EF| =|CD| +6 

|EF|=a+6 

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze 

|EF| = = (ico| + |AB]). Zatem 

a+6==(a+3a) 

Rozwiazujemy otrzymane rownanie i otrzymujemy: 

a=6 

Tak wiec |EF| = 6+ 6=12 (cm). 

Zajmiemy sie teraz wtasnosciami trapezOw rownoramiennych. Przypomnijmy: tra- 

pez rownoramienny to taki trapez, kt6rego katy przy podstawie sa r6wne. Latwo 

mozna udowodnic¢ nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 3. 
Jesli trapez jest rownoramienny, to jego ramiona maja takie same dtugosci. 

Ostatnia wlasnos¢ moze wydawa€ sie banalna. Ale nie do konica tak jest. Ot6z twier- 

dzenie odwrotne do ostatniego twierdzenia jest zdaniem fatszywym. To znaczy tra- 

pez, kt6rego ramiona majq rowne dtugosci, moze nie by¢ - w mysl podanej przez 

nas definicji - trapezem rownoramiennym. Przyktadem takiego trapezu jest rowno- 

legtobok, ktory nie jest prostokatem. 

Twierdzenie 4. 

W trapezie rownoramiennym o podstawach majacych dtugosci a, b (a > b) wyso- 

koS¢ poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego dzieli dtuzszqa podstawe na 
a+b.a-b 

i 
Z 

odcinki, ktérych dtugoSsci sq rowne 

b 

= 

Sprobuj udowodni¢ to twierdzenie. 
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Przyktad 2. 

W trapezie rownoramiennym odcinek taczacy srodki ramion ma dtugosé 20 cm, ramie 

ma dtugos¢ 17 cm, a wysokoSé - 15 cm. Obliczymy dtugoSci podstaw tego trapezu. 

D G 

A 

Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku, otrzymujemy: 

AB || CD, |AD| = |BC| 

punkty E, F to odpowiednio srodki ramion AD i BC. 

Z danych zadania wiemy, ze 

|EF| =20 cm 

|AD| = |BC| =17 cm 

|CG|=15 cm 

Najpierw obliczymy dtugos¢ odcinka GB, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla 

trojkata GBC: 

|CG|? + |GB|? = |BC|?, skad 

152 + |GB|? = 172, zatem 

|GB| = 8 (cm), |GB| > 0 

Z twierdzenia 2. (dotyczacego kazdego trapezu) wiemy, ze 

vem = MBL+ ICD 

Z twierdzenia 4. (dotyczacego tylko trapezow rownoramiennych) wynika, ze 

ag = 481+ 1c! 
|AG| = |EF| = 20 (cm) 

Obliczamy dtugos¢ podstawy AB 

|AB| = |AG| + |GB| = 20 + 8 = 28 (cm) 

Obliczamy dtugos¢é podstawy CD 

|CD| = |AG| — |GB| = 20 -8 = 12 (cm) 

Podstawy trapezu maja dtugosci 28 cmi 12 cm. 

Przyktad 3. 
Ea 

, zatem 

Dane sq cztery odcinki, ktorych dtugosci sq rowne: a, b, c, d, gdzie b > a. Z tych 
odcinkow zbudujemy trapez, kt6rego podstawy maja dtugosci a, b, natomiast ra- 
miona - dtugosci c, d. 



Trapezy 

Analiza: : 

a Zauwazmy, ze z odcinkéw majacych dtugosci a, b,c, 

d mozna zbudowaé trapez 0 podstawach majacych 

C c d dtugosci a, b (b > a) wtedy i tylko wtedy, gdy z od- 
cink6w majacych dtugosci 

rs c,d,b—a 

mozna zbudowa€é trojkat. 

Konstrukcja: 

Opis konstrukcji 

“Coe | etal 1. Na dowolnej prostej k odktadamy odci- 

b nek AB, |AB| = b. 

2. Na prostej k odktadamy taki odcinek AE, 

ze |AE|=ai|EB|=b—a. 

3. KreSlimy tuk okregu o srodku w punkcie 

Fi promieniu c oraz tuk okregu o Srodku 

w punkcie B i promieniu d. tLuki przeci- 

/najq sie w punkcie C (nad prostg k). 

4. Kreslimy tuk okregu o srodku w punkcie 

Ci promieniu a oraz tuk okregu o Srodku 

w punkcie A i promieniu c. Luki przeci- 

najq sie w punkcie D (nad prostg k). 

5. Czworokat ABCD spetnia warunki za- 

dania. 

Zadanie ma jedno rozwiazanie, jesli z odcinké6w majacych dtugoSsci c, d, b—a mozna 

zbudowac trojkat. W przeciwnym wypadku zadanie nie ma rozwiagzania. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Naszkicuj trapez ABCD, ktorego katy ostre maja miary: |< A| = 60°, |< B| = 30°. 

Dorysuj prosta DE, ktora odcina od trapezu tréjkat rownoboczny AED. Poréw- 

naj miary kat6w powstatego trapezu EBCD z miarami katow trapezu ABCD. 

2. W trapezie prostokatnym réznica dtugosci podstaw wynosi 2 cm, a krotsze 

ramie ma dtugosé 2./3 cm. Oblicz: 

a) dtugosé dtuzszego ramienia trapezu 

b) miare kata ostrego trapezu. 

3. W trapezie rownoramiennym wysokoSsé jest rowna V3 cm, a odcinek taczacy 

Srodki ramion ma dtugos¢é V6 cm. Oblicz dtugosé przekatnej trapezu. 

4. W trapezie ABCD o podstawach AB i CD przekatne przecinajaq sie w punkcie S. 

a) Wykaz, ze trojkaty ABS i DSC sq podobne. 

b) Wiedzac dodatkowo, ze |SD| : |SB| = 2 : 3 oraz réznica dtugosci podstaw wy- 

nosi 5 cm, oblicz dtugosci tych podstaw. 
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Rownolegtoboki 
\ 

Ostatnia grupa czworokatow, kt6re oméwimy, sq rownolegtoboki. Rownolegtobo- 

kiem nazywamy czworokat, ktory ma dwie pary bokéw réwnolegtych. 

| Twierdzenie 1. (wtasnosci rownolegtoboku) 
a) Dtugosci dowolnych dwéch przeciwlegtych bokow rownolegtoboku sq rowne. 

b) Dowolne dwa przeciwlegle katy rownolegtoboku sq rowne. 

c) Punkt przeciecia przekatnych r6wnolegtoboku dzieli te przekatne na potowy. 

d) Suma kat6ow lezacych przy kazdym boku rownolegtoboku jest rowna 180°. 

Udowodnimy podpunkt a) tego twierdzenia. 

D G Zatozenie: 
dany jest rownolegtobok ABCD, w ktorym 

AB || CDi AD || BC 

Teza: 

A B |AB| =|CD| i |AD| =|BC| 
Dow6od: Prowadzimy jedna przekatng rownolegtoboku, np. przekatng DB: 

D G 

A B 

Wykazemy, ze AABD = ACDB. Mamy bowiem: 

|< ABD|=|<CDB| (na mocy twierdzenia o dwoch prostych rownolegtych 

przecietych trzecig prosta) 

|<ADB|=|<CBD| (na mocy twierdzenia 0 dwoch prostych rownolegtych 
przecietych trzecia prosta) 

DB wspolny bok wskazanych trojkatow 

Zatem na mocy cechy kbk przystawania trdojkatow otrzymujemy, ze AABD = ACDB. 

Z tego wynika, ze |AB| = |CD| i |AD| = |BC|, co konczy dowéd twierdzenia 1a. 

Okazuje sie, ze prawdziwe jest rowniez nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 
a’) Jesli dtugosci kazdych dwoch przeciwlegtych bokéw czworokata sa rowne, to 

czworokat ten jest rownolegtobokiem. 

b’) Jesli kazde dwa przeciwlegte katy czworokata sq rowne, to czworokat ten jest 
rownolegtobokiem. 

c’) Jesli punkt przeciecia przekatnych czworokata dzieli te przekatne na potowy, 
to czworokat ten jest rownolegtobokiem. 

d’) Jesli suma kat6w lezacych przy kazdym boku czworokata jest rowna 180°, to 
czworokat ten jest rownolegtobokiem. 
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Udowodnimy twierdzenie 2a’). 

D C Zatozenie: 

dany jest czworokat ABCD, w kt6rym 
|AB| = |CD| i |AD| =|BC| 

A B Teza: 

AB || CD i AD || BC 

Dowéd: Prowadzimy jedna przekatng rownolegtoboku, np. przekatna DB: 

D G 

A B 

Wykazemy, ze AABD = ACDB. Mamy bowiem: 

|AB| =|CD| (z zatozenia) 

|AD| = |BC| (z zatozenia) 

DB wspolny bok tréjkat6w 

Zatem na mocy cechy bbb przystawania tréjkatow otrzymujemy, ze AABD = ACDB. 

Z tego wynika, ze odpowiadajace sobie katy w tych tréjkatach sq rowne: 

|<ABD| = |<CDB| 

|< ADB| = |< CBD| 

Katy ABD i CDB to katy naprzemianlegte wewnetrzne, wyznaczone przez dwie 

proste AD i BC przeciete prosta DB. Skoro sq one rowne, to - na mocy twierdzenia, 

o ktorym byta mowa w klasie pierwszej - proste AD i BC sa rownolegte, czyli 

AD || BC 

Podobnie mozna wykaza¢, ze 

AB || CD 

Praktyczny wniosek z powyzszych rozwazan jest nastepujacy: jesli chcemy udo- 

wodni¢, ze czworokat ABCD jest rownolegtobokiem, to wystarczy wykaza¢, ze 

spetniony jest jeden z ponizszych warunkow: 

1) Kazde dwa przeciwlegte boki czworokata ABCD sa rownolegte. 

2) Dtugosci dwoch przeciwlegtych bokow czworokata ABCD sq rowne. 

3) Kazde dwa przeciwlegte katy czworokata ABCD sq rowne. 

4) Punkt przeciecia przekatnych czworokata ABCD dzieli te przekatne na potowy. 

5) Suma kat6éw lezacych przy kazdym boku czworokata ABCD jest rowna 180°. 
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Przyktad 1. 

Wykazemy, ze srodki bok6w dowolnego trapezoidu' sq wierzchotkami pewnego 

rownolegtoboku. 

Niech dany bedzie trapezoid ABCD, a punkty E, F, G, H 

beda Srodkami bokow tego trapezoidu. 

Wykazemy, ze przeciwlegte boki czworokata EFGH maja 

rowne dtugosci. 

Rozwazmy tréjkat ACD. Odcinek EH taczy srodki bok6w AD 

i CD w tym trdjkacie, zatem 

|EH| = lac (z jakiego twierdzenia korzystamy?) 

Rozpatrujac tréjkat ABC, mozemy wykaza¢, ze 

|FG| = “MAC zatem |EH|=|FG|= “MAC. 

Postepujac podobnie, mozna wykaza¢, ze |EF| = |GH| = = |BDI. 

Przeciwlegte boki czworokata EFGH maja wiec rowne dtugosci, zatem czworokat 

ten jest rownolegtobokiem. 

Czy czworokat ABCD musi by¢ trapezoidem? 

Wysokoscig rownolegtoboku nazywamy odcinek (a takze jego diugosc) prostopadty 

do bokéw réwnolegtych, ktérego konce naleza do tych bokéw lub do ich przedtuzen. 

y, 

() 

Y 

Przyktad 2. 

W rownolegtoboku ABCD (patrz rysunek ponizej) wysokosé CE jest rowna 12 cm 

i dzieli bok AB na takie odcinki AE i EB, ze |AE| = 9 cmi |EB| = 5 cm. Obliczymy wy- 

sokos¢ CF poprowadzong z wierzchotka C na bok AD rownolegtoboku. 

W rozwigzaniu wykorzystamy fakt, ze trdjkaty ABC 

i ACD majq rowne pola (poniewaz sa przystajace) i ze 

odcinki CE i CF sq wysokoSciami w tych trojkatach. 
Obliczamy pole trdjkata ABC 

1 ; 
B Pasc= ied. - |CE|, wiec Page = 84 cm? 

Obliczamy dtugosé odcinka AD. 

|AD| = |BC| i |BC| = 13 cm (korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata 
EBC), wiec 

|AD| = 13 cm 
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Obliczamy wysokosé CF. . 

Pacp = Ad : |CF| i Pacp = 84 cm?, wiec 

84 =—-13-|CF|, zatem 
Bo 

12 
CF| = 12— (cm |CF| ee 

Wysokos¢ CF rownolegtoboku ABCD jest rowna 12 cm. 

Prostokatem nazywamy rownolegtobok, ktéry ma wszystkie katy proste. 

ae Prostokat ma _ wszystkie wtasnosci réwnolegtoboku 
iy (twierdzenie 1.), a ponadto jego przekatne maja ro6wne 

perene tOs dtugosci. 

Rombem nazywamy rownolegtobok, ktorego wszystkie boki maja rowne dtugoSci. 

ses Romb ma wszystkie wtasnosci rownolegtoboku (twier- 

dzenie 1.), a ponadto: 

aN — przekatne rombu zawierajq sie w dwusiecznych katow; 

a — — przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym. 

Kwadratem nazywamy romb, ktory ma wszystkie katy proste (lub rownowaznie: 

prostokat, kt6rego wszystkie boki maja takie same dtugosci). 

Kwadrat ma zatem wszystkie wtasnosci rombu i prosto- 

kata. 

Przyktad 3. 
 } 

Skwer ma ksztatt rombu 0 boku majacym dtugos¢ 65 m. Wzdtuz przekatnych rombu 

biegna alejki spacerowe, z ktorych jedna jest o 70 m dtuzsza od drugiej. Obliczymy 

dtugosci tych alejek. 

Niech romb przedstawiony ponizej symbolizuje skwer. Wprowadzmy oznaczenia 

takie jak na rysunku. 
D G 
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Przekatne rombu dzielg sie na potowy i przecinaja pod katem prostym. 

Oznaczmy ‘ 

|BD| = 2x - dtugos¢ (w metrach) krotszej alejki, x > 0 

|AC| = 2x + 70 - dtugos¢ (w metrach) dtuzszej alejki 

Wowczas 

|AO|=x+35 

|BO| =x 

Z twierdzenia Pitagorasa dla troéjkata ABO otrzymujemy 

|AO|? + |OB|? = |AB|?, stad 

(%35)2xe = 65- 

Noo eso ex tote 4225 

x? 70x $4225 bx = 4225 

2x*+70x—3000=0 /:2 

x? + 35x- 1500 =0 

fae (Ps oc avails 
X,;=-60 = x,=25 

Liczba —60 nie spetnia warunku x > 0 (—60 < 0). 

Zatem 

|AC| =2-25+70=120 (m) 

|BD| =2 -25=50 (m) 

Alejki maja dtugosci 50 mi 120m. 

Przyktad 4. 

W rownolegtoboku ABCD punkty E, F sa odpowiednio srodkami bokéw ABi AD. Wy- 

kazemy, ze odcinki CE i CF dziela przekatna BD rownolegtoboku na trzy rowne 
czesci. 

Zatozenie: D C 

ABCD - rownolegtobok Q 

E - srodek odcinka AB 

F - Srodek odcinka AD 

{P}=CEQBD  {Q}=CFOBD - 
Teza: A B 

|BP| = |PQ| = |QD| 

Dowod: 

Prowadzimy przekatna AC réwnolegtoboku. Punkt przeciecia przekatnych 
oznaczmy przez O. Jak pamietasz, punkt O dzieli przekatne na potowy. 
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Rozwazmy trojkat ABC. Zauwazmy, ze w tréjkacie tym odcinki CE i BO sa Srodko- 
wymi. Wiadomo, ze srodkowe w tréjkacie przecinaja sie w punkcie, ktéry dzieli je 
w stosunku 1 : 2. Mamy wiec 

|BP| =2-|OPI, 
czyli 

|BP| = =|BOI, 3 
skad 

\BP|=2-+.|BD|, bo 4. | BD} =| BO}, 
iy 2 

Otrzymujemy wiec 

|BP| = = -|BD| 
Jesli rozpatrzymy trojkat ACD i przeprowadzimy podobne rozumowanie, to uzys- 
kamy zaleznosé 

1 
CE es Lee 

Stad tatwo juz wywnioskowa¢, ze 
1 

EO hee 3 BO 

Ostatecznie otrzymalismy, ze 

|BP| = |PQ|=|QD| = = -|BDI, co koriczy dowéd. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wrownolegtoboku krétszy bok ma dtugos¢ 15 cm, krétsza wysokoS€¢ jest row- 

na 12 cm, a dtugos¢ krotszej przekatnej wynosi 20 cm. Oblicz: 

a) dtugos¢ dtuzszego boku 

b) dtuzsza wysokos¢é 
c) dtugos¢ dtuzszej przekatnej rownolegtoboku. 

2. W prostokacie ABCD bok AB ma dtugosé 8 cm, a bok BC jest 0 2 cm krotszy od 

przekatnej BD. Oblicz obwdd prostokata ABCD. 

3. Wykaz, ze: 
a) jesli przekatne prostokata sa dwusiecznymi jego katéw, to prostokat jest 

kwadratem 
b) jesli przekatne rombu majq réwne dtugosci, to romb jest kwadratem. 
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Okrag opisany na czworokacie 

Powiemy, ze okrag jest opisany na czworokacie (czworokat jest wpisany 

w okrag) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wierzchotek czworokata lezy na okregu. 

vga * 

Powstaje pytanie, czy na kazdym czworokacie mozna opisa¢ okrag (jak pamietasz 

z klasy pierwszej - okrag mozna byto opisa¢é na kazdym trdjkacie). Ot6z istnieja 

czworokaty, na kt6rych nie mozna opisa¢é okregu. Takim czworokatem jest na 

przyktad czworokat EFGH na rysunku ponizej. 

Punkty E, F, G jednoznacznie wyznaczaja okrag (na rysunku zaznaczony linia prze- 

rywana). Zatem nie istnieje inny okrag, do ktorego nalezatyby punkty E, F, G oraz 
punkt H. 

Rozpatrzmy czworokat ABCD wpisany w okrag 0 srodku w punkcie 0 i zastanowmy 

sie, jakie wtasnosci ma ten wielokat. 

Punkty A, B, C, D naleza do okregu o Srodku w punkcie 0, wiec 

[AO| =|BO| =|CO| = |DO| 



Okrag opisany na czworokqcie 

Mowiac inaczej: srodek okregu jest rowno odlegty od wierzchotkow czworokata. 
Zatem srodek okregu nalezy do symetralnej kazdego boku czworokata (przypomnij 
sobie wiasnos¢ symetralnej odcinka). Prawdziwe jest wiec nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
_Jesli mozna opisa¢ okrag na czworokacie, to symetralne wszystkich bokéw tego 

czworokata przecinaja sie w jednym punkcie. 

Jesli teraz zatozymy, ze symetralne bokéw czworokata maja punkt wspdlny, to 

punkt ten jest rowno odlegty od wierzchotkéw tego czworokata. Zatem jest Srod- 

kiem okregu przechodzacego przez wszystkie wierzchotki czworokata. 

Twierdzenie 2. | 
Jesli symetralne wszystkich bokéw czworokata przecinajq sie w jednym punkcie, | 

to na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag. 

Ostatnie dwa twierdzenia mozna zapisa¢ nastepujaco. 

Twierdzenie 3. 
Na czworokacie mozna opisac¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy symetralne wszyst- | 

kich bokéw czworokata przecinaja sie w jednym punkcie. 

Ten wspolny punkt symetralnych jest Srodkiem okregu opisanego na czworokacie. 

Poznamy jeszcze inne cechy czworokata, ktéry mozna wpisa¢ w okrag. 

Twierdzenie 4. 
Jesli czworokat mozna wpisa¢ w okrag, to sumy przeciwlegtych katow czworokata | 

sq rowne i wynoszq po 180°. 

Zatozenie: ABCD - czworokat, ktory mozna wpisa¢ w okrag 

Teza: |<<A] + | IC] =|<B] + |< D| = 180° 

Dowédd: 

Niech czworokat ABCD bedzie wpisany w okrag (zobacz rysunek ponizej) 
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Prowadzimy styczna do okregu w punkcie A 

i przekatna AC czworokata. Wéwczas kat do- 

pisany EAD jest oparty na tym samym tuku co 

C kat wpisany ACD, wiec 

|< EAD| = |<ACD| 

Podobnie 

|< FAB| = |<ACB| 

Zatem 

F B |<LA| + |<C] = |< EAF| = 180° 

Suma kat6w w czworokacie jest rowna 360°, wiec 

|B] + |< D| = 180°, co konczy dowdd. 

Przyktad 1. 

Obliczymy miary kat6w czworokata ABCD wpisanego w okrag, wiedzac, ze 

[ac] =3|/<A| 1 |< Dl =5|<BI. 

Najpierw wyznaczymy miary katéw przy wierzchotkach A i C. Z ostatniego twier- 

dzenia wynika, ze 

|A] + |<C| = 180°, a z zatozenia, ze 

[XC] =3|<A| 

Zatem 

|<<A| + 3| <A] = 180°, skad 

[tA = 452 0raz Cl aloe. 

Podobnie obliczamy miary katow przy wierzchotkach Bi D: 

|<B| + |<D| = 180° oraz |<D| = 5|<B| 

|< B| + 5|<B| = 180°, skad 

[3 Bi = 30° oraz |S D|= 150°, 

Miary katé6w czworokata ABCD sa odpowiednio rowne: 45°, 30°, 135°, 150°. 

Twierdzenie 5. 

Jesli sumy przeciwlegtych kat6w czworokata sa rowne (i wynosza po 180°), to 
mozna na tym czworokacie opisa¢ okrag. 

Zatozenie: ABCD - czworokat 

| <A| + |<C| =|<B| + |<D| =180° 

Teza: na czworokacie ABCD mozna opisa¢é okrag 
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Dowédd (nie wprost): 
Zatozmy, ze na czworokacie ABCD nie mozna opisa¢ okregu. Przez wierzchotki A, B, 
D prowadzimy okrag. Wowczas odlegtos¢é wierzchotka C od Srodka okregu jest 

mniejsza lub wieksza niz promien tego okregu. 

I przypadek Odlegtos¢ wierzchotka C od Srodka okregu jest mniejsza niz promien 
okregu. 

Rysujemy przekatng AC i przedtuzamy ja do 

przeciecia z okregiem w punkcie C;. Za- 
D 

uwazmy, ze 

WN |<ACD| > |<CC,D] 

© a Kat ACD jest bowiem katem zewnetrznym 

trdjkata CC,D, jest wiec rowny sumie katow 

wewnetrznych tego trdojkata do niego nie- 

przylegtych. W szczegolnoSsci jest wiekszy 

od kazdego z tych katow nieprzylegtych. Po- 

B dobnie - w przypadku tréjkata CC,B - 

otrzymujemy 

|<LACB| > |<CC,B| 

iS 

Zatem 

|<A| + |<C| =|<BAD| + |< BCD| > |< BAD| + |< BC,C| + |<CC,D| = 180° 

Ostatnia rownoSs¢é wynika z twierdzenia 4. W rezultacie otrzymalismy: 

|<A| +]<C| > 180°, 

co jest sprzeczne z zatozeniem. 

Il przypadek Odlegtos¢é wierzchotka C od Srodka okregu jest wieksza niz promien 

okregu. 
Rysujemy przekatng AC, ktora przecina 

okrag w punkcie C,. Zauwazmy, ze 

|AC,D| > |<C,CD| 

(\ Kat AC,D jest bowiem katem zewnetrznym 

WY trdjkata C,CD, jest wiec rowny sumie kat6w 

& wewnetrznych tego trojkata do niego nie- 
przylegtych. W szczegdlnosci jest wiekszy 

Wi od kazdego z tych katow nieprzylegtych. Po- 

dobnie - w przypadku trojkata CC,B - 

otrzymujemy 

|{AC,B| > |< C,CB| 

B 

Zatem 

|<A] + |<C| = |<BAD| + |X BCD| < |< BAD| + |< BC,A| + |S AC,D| = 180° 

Ostatnia rownosé wynika z twierdzenia 4. W rezultacie otrzymalismy: 

ILA] + |<] < 180° 

175 
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co znowu jest sprzeczne z zatozeniem. Nasze przypuszczenie, ze na czworokacie 

ABCD nie mozna opisa¢ okregu, w obu przypadkach daprowadzito do sprzecznosci. 

Oznacza to, ze na czworokacie mozna opisa¢ okrag. 

Przyktad 2. 

W rownolegtoboku ABCD mamy dane: |AB| = 21 cmi |AD| = 13 cm. Z wierzchotka D 

kata rozwartego poprowadzono dwie wysokosci DE i DF rownolegtoboku. Krétsza 

wysokos¢ jest rowna 12 cm. 

a) Wykazemy, ze na czworokacie EBFD mozna opisa¢ okrag. 

b) Wyznaczymy promien okregu, ktory mozna opisa¢ na czworokacie EBFD. 

Niech czworokat ABCD bedzie r6wnolegtobo- D C 
kiem, w ktorym 

|AD| = |BC|=13 cm, |AB| =|CD| =21 cm 

F DE - wysokosé poprowadzona na dtuzszy bok 

A F B (Di) = Zen 

DF - wysokoSé poprowadzona na krotszy bok 

Ad a) Na mocy ostatniego twierdzenia wystarczy pokaza¢, ze suma przeciwlegtych 

kat6w czworokata EBFD jest rowna 180°. Obliczamy: 

|< E| + |< F|=90°+90°=180° (poniewaz DE i DF, to wysokoSsci rownolegtoboku), 

co konczy dowdd. 

Ad b) Wiemy juz, ze na czworokacie EBFD mozna opisa¢ okrag. Zauwaz, ze odcinek 

BD jest Srednica tego okregu (dlaczego?). Obliczymy dtugos¢é odcinka BD. Mamy: 

|DE|=12cm |EB|=16 cm (dlaczego?) 

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata DEB do wyznaczenia |BD|: 

|DE|* + |EB|? = |BD|?, skad |BD| = 20 (cm), wiec 

= |BD| = 10 (cm) 

Promien okregu, ktéry mozna opisa¢ na czworokacie EBFD, jest rowny 10 cm. 

Twierdzenie 4. i twierdzenie 5. mozna zapisa¢ nastepujaco. 

Twierdzenie 6. 
Okrag mozna opisa¢ na czworokacie wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar przeciw- 

legtych katow czworokata sa rowne (i wynosza po 180°). 

W rozwigzywaniu zadan przydatne tez jest nastepujace twierdzenie. 



Okrag opisany na czworokacie 

Twierdzenie 7. 
Okrag mozna opisa¢ na czworokacie ABCD wtedy i tylko wtedy, gdy przekatne AC 
i BD czworokata ABCD tworza odpowiednio z bokami BC i AD katy rowne (tzn. 
|< ADB| =|<ACB}). 

C 

Przeprowadz dowdd tego twierdzenia. (Pamietaj, ze dow6d twierdzenia zapisane- 

go w postaci r6wnowaznosci sktada sie z dwoch czesci.) 

Przyktad 3. 
<< te 

W trojkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokoSsci AD i CE. Wykazemy, ze na 

czworokacie AEDC mozna opisa¢ okrag. 

C Zauwazmy, ze przekatne AD i CE czwo- 

rokata AEDC (czyli wysokosci trdéjkata 

D ABC) sa prostopadte do przeciwlegtych 

bokow tego czworokata. 

|< ADC| =|<AEC| = 90° 

Zatem na mocy twierdzenia 7. na czwo- 

rokacie AEDC mozna opisaé okrag. Srod- 

B kiem tego okregu jest Srodek odcinka AC, 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

iB Wyznacz katy czworokata ABCD wpisanego w okrag, wiedzac, ze |<A| = 2|<B| 

oraz |< B| + |<C| = 145°. 

. Oblicz promien okregu opisanego na prostokacie, kt6rego boki maja dtugos¢ 

3cmi4cm. 

. Nakwadracie opisano okrag. Oblicz dtugos¢ boku kwadratu, jesli tuk tego okre- 

gu pomiedzy dwoma sasiednimi wierzchotkami kwadratu ma dtugos¢ m cm. 

. Na trapezie opisano okrag 0 promieniu rownym 13 cm. Srodek tego okregu 

znajduje sie wewnatrz trapezu, w odlegtoSsci 12 cm od krotszej podstawy i 5 cm 

od dtuzszej podstawy. Oblicz dtugosci bok6éw trapezu. 

. Wokrag 0 Srednicy dtugosci 20 cm wpisano trapez. Dtuzsza podstawa trapezu 

ma dtugosé 16 cm, a wysokoS¢ trapezu jest rowna 2 cm. Oblicz dtugos¢ krotszej 

podstawy tego trapezu. 

i775 
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Okrag wpisany w czworokat 

Okrag jest wpisany w czworokat (czworokat jest opisany na okregu) wtedy 

i tylko wtedy, gdy kazdy bok czworokata jest styczny do okregu. 

Latwo zauwazy¢, ze Srodek okregu wpisanego w czworokat (wypukty) lezy w réw- 

nej odlegtosci od bokow czworokata (rownej promieniowi okregu). Zatem Srodek 

okregu nalezy do kazdej dwusiecznej kata rozpatrywanego czworokata. Jak pamie- 

tasz z klasy pierwszej - dwusieczna kata jest zbiorem punktow ptaszczyzny rowno 

odlegtych od ramion kata. Prawdziwe jest wiec nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
Jesli okrgg mozna wpisa¢ w czworokat wypukty, to dwusieczne wszystkich katow 

tego czworokata przecinaja sie w jednym punkcie. 

Jesli teraz zatozymy, ze dwusieczne wszystkich kat6w pewnego czworokata (wy- 

puktego) maja punkt wspdlny, to - z wtasnosci dwusiecznych - punkt ten lezy 

w rownej odlegtosci od bokéw czworokata. Mozna zatem poprowadzi¢ okrag 

o Srodku w tym punkcie, styczny do wszystkich bokéw czworokata. Otrzymujemy 
wiec nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 

JeSli dwusieczne wszystkich kat6w czworokata wypuktego przecinaja sie w jed- 
nym punkcie, to w czworokat ten mozna wpisac okrag. 

Ostatnie dwa twierdzenia mozna zapisa¢ tak. 

Twierdzenie 3. 

Okrag mozna wpisa¢ w czworokat wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczne 

wszystkich kat6w czworokata wypuktego przecinaja sie w jednym punkcie. 

Podaj przyktad czworokata wypuktego, ktorego nie mozna opisa¢ na okregu. 

Poznamy jeszcze inne cechy czworokata, ktory mozna opisa¢ na okregu. 



Okrag wpisany w czworokat dhe 

Twierdzenie 4. 
Jesli okrag mozna wpisa¢ w czworokat wypukly, to sumy dtugosci przeciwlegtych 
bokoéw czworokata sa rowne. 

Zatozenie: 

ABCD - czworokat wypukty opisany na okregu 

E, F,G, H- punkty stycznosci okregu i czworokata 

Teza: 

|AB| + |CD| = |AD| + |BC| 

Dowéd: 

Z twierdzenia 0 odcinkach stycznych (poznates je w klasie pierwszej) wynika, ze od- 

cinki oznaczone tym samym kolorem maja taka sama dtugos¢. Rozpatrzmy sume 

dtugosci bokéw ABi CD: 

|AB| + |CD| = |AF| + |FB| + |CH| + |HD| = |AE| + |BG| + |Gc| + |ED| = 

= |AE| + |ED| + |BG| + |GC| = |AD| + |BC| 

Otrzymalismy, ze suma dtugosci bokéw AB i CD jest rowna sumie dtugosci bok6w 

AD i BC, co konczy dowdd twierdzenia. 

Przyktad 1. 

W trapez ABCD wpisano okrag. Obliczymy stosunek dtugosci odcinka EF taczacego 

srodki ramion tego trapezu do jego obwodu. 

D G 

A B 

Obw6od trapezu ABCD jest rowny: 

|AB| + |BC| + |CD| + |AD| 

Z twierdzenia 4. wynika, ze 

|AB| + |CD| = |AD| + |BC| 

Tak wiec obwod trapezu mozemy zapisa¢ nastepujqco: 

|AB| + |BC| + |CD| + |AD| = (|AB| + |CD|) + (JAD| + |BC|) = 2(|AB| + |CD|) 

Z twierdzenia o odcinku taczacym Srodki ramion wynika, ze: 

|EF| = 5(\ABl + |CD)) 
Obliczamy stosunek dtugosci odcinka EF do obwodu trapezu 
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|EF| ae 
|AB|+|BC|+|CD|+|AD|  2(|AB| + |CD|) 4 

Stosunek dtugosci odcinka taczacego Srodki ramion trapezu, w ktory mozna wpisac 

1 
(148 + |CD|) 

okrag, do obwodu tego trapezu jest wielkosciqg statg rowna 7 

Twierdzenie 5. 
Jesli sumy dtugosci przeciwlegtych bokéw czworokata wypuktego sq rowne, to 

w ten czworokat mozna wpisa¢ okrag. 

Zatozenie: 

ABCD - czworokat wypukty 

|AB| + |DC| = |AD| + |CB| 

Teza: 

w czworokat ABCD mozna wpisa¢ okrag 

Dow6dd: Wystarczy wykaza¢, ze dwusieczne kat6w czworokata ABCD przecinaja sie 

w jednym punkcie (zobacz twierdzenie 2.). Gdyby wszystkie boki czworokata byty 

rownej dtugosci, to czworokat ABCD bytby rombem. W rombie - jak wiemy - dwu- 

sieczne katow wewnetrznych zawierajq przekatne, ktore przecinaja sie w jednym 

punkcie, wiec w romb mozna wpisac okrag. 

Zatozmy teraz, ze czworokat ABCD nie jest rom- 

bem. Mozemy przyja¢, ze 

|AB| > |CB|; wowczas |AD| > |CD|. 

Na boku AB odktadamy taki odcinek A,B, ze 

|A;B| = |CBI, 
ana boku AD taki odcinek AD, ze 

|A,D| = |DC| (zobacz rysunek obok). 

W ten sposob otrzymujemy trzy trojkaty rownoramienne: A,;BC, A,CD i AAA). 

Trojkat AA,A2 jest rownoramienny, gdyz z zatozenia wynika, ze: 

|AB| —|CB| = |AD| — |DC|, 
az wyboru punktow A,, A, wynika, ze 

|AA,| = |AB] — |CB| 
|AA2| = |AD| — |DC| 

Prowadzimy teraz dwusieczne trzech katow: <A, <B, <D. Poniewaz dwusieczna 

kata miedzy ramionami trojkata rownoramiennego zawiera sie w symetralnej pod- 

stawy, wiec dwusieczne katow: <A, <B, <D zawieraja sie w symetralnych bokéw 

trdjkata A2A,C. Symetralne bokow trojkata - jak pamietasz z klasy pierwszej - prze- 

cinaja sie w jednym punkcie. Oznaczmy ten punkt przez S. Punkt S nalezy r6wniez 

do dwusiecznej <C (dlaczego?). Odlegtosci punktu S od wszystkich bokéw czwo- 
rokata ABCD sa réwne, wiec w czworokat ABCD mozna wpisa¢ okrag i punkt S jest 
jego Srodkiem. 
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Twierdzenie 4. i 5. mozna zapisa¢é nastepujaco. 

Twierdzenie 6. 
Okrag mozna wpisa¢ w czworokat wypukty wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtu- 
gosci przeciwlegtych bokéw tego czworokata wypuktego sq rowne. 

Przyktad wd 

W trapez ABCD wpisano okrag. Ramie BC trapezu zostato podzielone przez punkt 

stycznosci S na takie odcinki CS i BS, ze |CS| = 2 oraz |BS| = 8. Obliczymy promien 
okregu wpisanego w trapez. 

Niech punkt O bedzie srodkiem okregu. Pro- 

wadzimy promien OS. Mamy 

OS _ BC (dlaczego?) 

Trojkat COB jest trdjkatem prostokatnym, 

poniewaz 

|< OCB + |<CBO| = 5|<.DcB| + 5|¢ABC hs 

e 5 (I<DcB| ar |<<AB
C]) = ; - 180° = 90° 

Zatem 

|< COB| = 90° 

Promien OS jest wysokoscigq w trojkacie prostokatnym OBC, poprowadzongq z wierz- 

chotka kata prostego. Na mocy twierdzenia - poznates je w klasie pierwszej - 

o wysokosci w trojkacie prostokatnym, poprowadzonej z wierzchotka kata pros- 

tego, otrzymujemy 

|OS|? = |CS| - |BS| 
|OS|? =2 -8=16, wiec 

|OS| = 4, bo |OS| > 0 

Promien okregu wpisanego w trapez jest rowny 4. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Dtugos¢ boku rombu jest rowna 2,5 dm, a sinus kata ostrego rombu jest rowny 

0,8. Oblicz promien okregu wpisanego w ten romb. 

2. lloczyn promienia okregu wpisanego w kwadrat i promienia okregu opisanego 

na tym kwadracie wynosi a Oblicz dtugos¢é boku kwadratu. 

3. Wykaz, ze jesli w rownolegtobok mozna wpisa¢ okrag, to ten rownolegtobok 

jest rombem. 

4. Wtrapezie rownoramiennym jedna podstawa jest trzy razy dtuzsza od drugiej, 

a dtugosé drugiej podstawy jest potowa dtugosci ramienia. Wykaz, ze w ten tra- 

pez mozna wpisa¢ okrag. 
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Okrag opisany na czworokacie, okrag wpisany 

w czworokat — zadania na dowodzenie 

Przyktad 1. 

Dany jest tréjkat prostokatny ABC. Przeciwprostokatna AB tego trdjkata jest jedno- 

czesnie bokiem rombu o katach r6wnych 60° i 120°. Trdjkat prostokatny i romb 

leza po przeciwnych stronach prostej AB. Z punktu C poprowadzono pdiprosta 

przez punkt O przeciecia sie przekatnych rombu. Wykazemy, ze potprosta CO” po- 

dzielita kat ACB na katy r6wne 30° i 60°. 

Niech rysunek obok ilustruje sytuacje opisa- 

na w zadaniu. Przekatne rombu przecinaja 

sie pod katem prostym, wiec na czworokacie 

AOBC mozna opisa¢ okrag, gdyz 

| <ACB| + |< AOB| = 90° + 90° = 180° 
(tw. 5. str. 172) 

Stad wnioskujemy, ze 

|<OCB|=|<OAB| (tw. 7. str. 175), ale 

|< OAB| = = - 60° = 30° . 
2 

(przekatne rombu zawieraja sie w dwusiecz- 

nych kat6w wewnetrznych rombu). 
Zatem 

[<OCB| = 30" 1) 40CAl= 60> 

czyli potprosta CO” dzieli kat ACB na katy rowne 30° i 60°. 

Przyktad 2. 
RE 

Punkty P, Q, R sa spodkami wysokoSci w trojkacie ostrokatnym ABC. Wykazemy, ze 
wysokosci trojkata ABC zawierajq sie w dwusiecznych katéw trojkata PQR. 

Na rysunku ponizej przedstawiony jest trdjkat ostrokatny ABC i jego spodki 

wysokosci P, Q, R. Wykazemy, ze wysokos¢ CR zawiera sie w dwusiecznej kata QRP. 

Zauwazmy, ze na czworokacie AROQ 

mozna opisa¢ okrag (dlaczego?), zatem 

(1) [<QRO| =|<QAO| 
(twierdzenie 7. str. 175). 
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Na czworokacie ABPQ mozna_ opisa¢ 

okrag, bo 

|<AQB| = |<APB| 

(twierdzenie 7. str. 175), 
zatem 

(2) |<QAO| = |< OBP| 

Na czworokacie BPOR mozna_ opisac 

okrag (dlaczego?), zatem 

(3)> |OBP|=|<.0RP| 

Z rownosci (1), (2), (3) wynika, ze 

|<QRO| =|<ORP|, 

a to znaczy, ze wysokos¢ CR trojkata ABC zawiera sie w dwusiecznej kata QRP. 

Postepujac podobnie, wykaz, ze wysokosci AP i BQ zawieraja sie odpowiednio 

w dwusiecznych katow RPQ oraz PQR. 

Przyktad 3. 

W czworokat ABCD, w ktorym |<A| = |<C| = 90°, mozna wpisaé okrag. Wykazemy, 

ze czworokat ABCD jest kwadratem lub deltoidem. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. 

Punkty P, Q, R, Ssqa punktami stycznosci okre- 

gu i bokéw czworokata. Oznaczmy dodatko- 

wo dtugosci odcinkéw (zgodnie z twierdze- 

niem o odcinkach stycznych): 

|AP|=|AQ|=a, a>0 

|BQ| =|BR|=b, b>0 

[CR|=|CS|=c, c>0 

|DP|=|DS|=d, d>0 
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Trojkaty ABD i BCD to tréjkaty prostokatne majace wsp6lnq przeciwprostokatna 

BD. Zatem z twierdzenia Pitagorasa zastosowanega do tych tréjkat6w wynika 

nastepujaca rownosc: 

|AB|? + |AD|? = |CB|? + |CD|? , skad 

(a+ b)*+(a+d)*=(c+b)*?+(c+d)? 

(a+ b)?-(c+b)*+(a+d)?-(c+d)*=0 

Stosujemy dwukrotnie wzor skréconego mnozenia na réznice kwadratow: 

(a+2b+c)(a—c)+(a+c+2d)(a—c)=0 

(a—c)(2a+ 2b+ 2c + 2d) =0, wiec 

a-—c=0 v 2a+2b+2c+2d=0 

a=C (rownosé sprzeczna) 

Otrzymalismy wiec, ze 

|AP| = |AQ| = |CR| = |CS| 
Z tego wynika, ze czworokat ABCD ma pary bokéw o rownej dtugosci. 

|AD| =|CD| =a+d 

|AB| =|CB|=a+b 

Jesli b=d, to czworokat ABCD jest kwadratem(zauwaz, ze wtedy rowniez a=b=da); 

jeSli b # d, to czworokat ABCD jest deltoidem (jedynq osia symetrii tego czworokata 

ABCD jest prosta BD - uzasadnij to doktadnie). 

Przyktad 4. 

Na stole utozono cztery rdzne, okragte monety tak, ze kazda dotyka dwoch sasied- 

nich. Wykazemy, ze: 

a) Srodki monet sq wierzchotkami czworokata, kt6ry mozna opisa¢ na okregu, 

b) punkty stycznosci sq wierzchotkami czworokata, kt6ry mozna wpisa¢ w okrag. 

Ponizszy rysunek ilustruje sytuacje opisana w zadaniu. 

Oznaczmy nastepujaco okregi reprezentujace monety: 

o(A, r,), o(B, rz), o(C, r3), o(D, r4) 

Mamy udowodni¢, ze czworokat ABCD mozna opisa¢ na okregu, a czworokat KLMN 
mozna wpisac w okrag. 



* 
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Ad a) Rozpatrzmy najpierw czworokat (wypukly) ABCD. Wystarczy wykaza¢ - 
zgodnie z twierdzeniem 5. ze str. 178 - ze sumy dtugosci przeciwlegtych bokéw 
tego czworokata sa rowne, tzn.: 

|AB| + |CD| = |AD| + |BC| 

Okregi sq parami styczne zewnetrznie, zatem odlegtosci miedzy ich srodkami 

(a wiec i dtugosci bokéw czworokata ABCD) sa rowne sumie odpowiednich pro- 
mieni. Mamy wiec: 

|AB| =r, +1r2 

|BC| =r2.+1r3 

|CD| =r3+ 14 

|AD| =r, +14, 

stad 

|AB| + |CD| =r, +r2+r3+1r4 

|AD| + |BC| =r, +r2+1r3+r4 

Tak wiec rzeczywiscie 

|AB| + |CD| = |AD| + |BCI, 

co konczy dowéd pierwszej czesci zadania. 

Ad b) Wykazemy, ze symetralne bokéw czworokata KLMN przecinaja sie w jednym 

punkcie. Poniewaz w czworokat ABCD mozna wpisa¢ okrag, wiec dwusieczne 

katow tego czworokata przecinajq sie w jednym punkcie (twierdzenie 1. str. 176). 

Dwusieczne te zawierajq sie w symetralnych bokéw czworokata KLMN. Wystarczy 

bowiem zauwazy¢, ze trojkaty AKN, BLK, CML, DNM sq rownoramienne, czyli dwu- 

sieczne katow o wierzchotkach A, B, C, D zawierajq sie odpowiednio w symetralnych 

bokow KN, LK, ML, NM. Tak wiec symetralne przecinajq sie w jednym punkcie, a za- 

tem na czworokacie KLMN mozna opisa¢ okrag. 

Sprobuj wykaza¢, ze okrag, ktory mozna opisa¢ na czworokacie KLMN, jest jedno- 

czesnie okregiem, kt6ry mozna wpisa¢ w czworokat ABCD. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Dany jest tréjkat prostokatny ABC. Przeciwprostokatna AB jest jednoczesnie 

bokiem kwadratu. Trojkat prostokatny i kwadratleza po przeciwnych stronach 

prostej AB. Z punktu C poprowadzono pétprosta przez punkt O przeciecia sie 

przekatnych kwadratu. Wykaz, ze potprosta CO” jest dwusieczng kata ACB. 

2. W trdjkacie ABC kat A jest rozwarty. Punkty P, Q, R sq spodkami wysokosci 

trojkata ABC, przy czym punkt R jest spodkiem wysokosci poprowadzonej 

z wierzchotka C. Wykaz, ze prosta AB zawiera dwusieczna kata QRP trojkata 

PRQ. 

133 
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Podobienstwo. Figury podobne 

W klasie pierwszej powiedzielismy, ze figury podobne to takie, kt6re maja taki sam 

ksztatt, lecz moga réznié sie wielkoscia. Doktadniej omdwilismy podobienstwo 

trojkatéw. Aby precyzyjniej wyjasni¢, na czym polega podobienstwo innych figur, 

przyjmiemy nastepujace definicje. 

Definicja 1. 
Podobienstwem nazywamy takie przeksztatcenie ptaszczyzny, kt6re dowolnym 

dwom réznym punktom A, B ptaszczyzny przyporzadkowuje takie punkty Aj, B,, dla 

ktorych 

AB, 
|AB| 

gdzie k jest ustalong (dla danego podobienstwa) liczba dodatnia. 

Liczbe k nazywamy skala podobienstwa. 

Definicja 2. 
Figurami podobnymi nazywamy takie dwie figury geometryczne F i Fj, dla kt6- 

rych istnieje podobienstwo przeksztatcajace figure F na figure F;. 

Podobienstwo figur Fi F, oznaczamy symbolicznie: F ~ F,. 

UWAGA: Trojkaty, kt6re sq podobne w myS] definicji 2., sa rowniez podobne w mys! 

definicji podanej w podreczniku do klasy pierwszej (definicja 1., str. 214). 

Przyktad 1. 
Ce 

Figurami podobnymi sq na przyktad: 

a) dwa (niezerowe) odcinki b) dwa kota 

oe Be ® C+) 
c) dwa pieciokaty foremne d) dwa katy o takich samych miarach 

a [> LZ 
e) dwa wielokaty na rysunku ponizej f) dwie figury na rysunku ponizej 

vb SFY 



Podobienstwo. Figury podobne 

Zastanowmy sie, jakie znaczenie ma skala podobienstwa. Latwo zauwazy¢, ze jesli 

skala podobienstwa k jest liczba z przedziatu (0, 1), to odlegtos¢ miedzy dowolnymi 

punktami A, B bedzie wieksza niz miedzy ich obrazami A,, B;. O takim podo- 

bienstwie mozemy powiedzie¢, ze ,zmniejsza figury”. Jesli natomiast skala podo- 

bienstwa k jest liczba z przedziatu (1, +o), to odlegtosé miedzy dowolnymi 

punktami A, B bedzie mniejsza niz miedzy ich obrazami A;, B,. Wowczas 0 takim po- 

dobienstwie powiemy, ze ,,zwieksza figury’”. 

A co bedzie w przypadku, gdy skala podobienstwa jest rowna 1? Wtedy odlegtosé 

miedzy dowolnymi punktami A, B jest taka sama jak odlegtos¢ miedzy ich obrazami 

A,, B,. Takie przeksztatcenie geometryczne, ktore nie zmienia odlegtosci miedzy 

punktami, nazywamy izometria. O izometrii mozemy tez powiedzie¢ inaczej, bar- 

dziej obrazowo, ze zachowuje wielkosc¢ i ksztatt figur. Przyktady izometrii poznates 

w klasie pierwsze}: przesuniecie rownolegte, symetrie osiowa, symetrie srodkowa. 

Tak wiec izometria jest podobienstwem o skali 1. 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy skale podobienstwa, w ktorym: 

a) obrazem odcinka AB jest odcinek A,B;,_ —_b) obrazem <a jest <a, 

|AB| =15 cm i |A,B,;|=10cm i|<a|=|<a,| =45° 

Ab iB oe 

B, 
ay 

Ad a) Aby wyznaczy¢ skale tego podobienstwa, wystarczy zna¢ dtugosci dwoch od- 

cinkéw odpowiadajacych sobie w tym podobienstwie (tzn. odcinka i obrazu tego 

odcinka w tym podobienstwie). Skala podobienstwa jest rowna stosunkowi diugo- 

Sci odcinka A,B, do dtugosci odcinka AB. Mamy wiec: 

pee sal Teed ie 
|AB| 1530s 

Skala podobienstwa jest rowna a 

Ad b) W kazdym podobienstwie obrazem kata 0 mierze 45° jest kat o mierze 45°. 

Zatem skala podobienstwa moze by¢ kazda liczba rzeczywista dodatnia. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Narysunku figura F; jest podobna do figury F. Na podstawie danych na rysunku 

podaj skale tego podobienstwa. 

Ae a OY 

185 
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Podobienstwo czworokatow 

Z dotychczasowych rozwazan dotyczacych figur podobnych tatwo wywnioskowac, 

ze w czworokatach podobnych odpowiednie katy sq r6wne i odpowiednie boki 

proporcjonalne. 
Gas: 

iG 

Skala podobienstwa przeksztatcajacego czworokat F na F; jest rowna k. 

Kolejne dwa przyktady beda dotyczy¢ podobienstwa prostokatow. W prostokatach 

wszystkie katy sa rowne, wiec badajac podobienstwo tych figur, wystarczy skupi¢c 

uwage na dtugosciach bokow. 

Przyktad 1. 

W siedzibie biura turystycznego zawieszono na Scianie zdjecie o oe 20 cm 

na 30 cm, oprawione w ramke o szerokoSci 2 cm. 

Czy prostokaty wyznaczone przez zdjecie i zewnetrzny brzeg ramki sa figurami po- 
dobnymi? 

Niech rysunek ponizej przedstawia prostokaty, ktorych dotyczy pytanie. 

D E $2 cm C, 

D c 

eli cm ZiCMee 

20 cm 

30cm — | ae. 

A B 
A Al y2cm B, 
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Aby sprawdzi¢, czy prostokaty ABCD i A ee ,D, sa podobne, wystarczy ustali¢, czy 
d . . a s |A,B, iD = 

prawdziwa jest rownos¢é —+—- 
|AB| a ' 

JA, By| _ |B,Cy| _ 
= =1,2), zatem 

|AB| Bi ace a |BC | es rl 

Bil 1B,C 
IAB] = |BC| 

Prostokaty te nie sa podobne. 

Przyktad 2. 

; : WG S/5ON sper 
Boki prostokata ABCD maja dtugos¢ 1 i ; . Z tego prostokata ,,odcieto” kwadrat 

o boku majacym dtugos¢é 1 i otrzymano prostokat BCEF (patrz rysunek ponize}). 

Wykazemy, ze prostokat BCEF jest podobny do prostokata ABCD. 

D : El EA C Mamy dane: 

; |AB| = |CD| = V5 +1 
/ Zz 

1 1 |AD| = |BC| = 
| |DEl = |EF\ = 

a ae g 
Zz 

Wymiary prostokata BCEF sq nastepujace: 

aes | aoe 

ji 

|BC| =1 

Aby wykazaé, ze prostokaty ABCD i BCEF sa podobne, wystarczy sprawdzic - zgod- 

nie z tym, co stwierdzilismy w ostatnim przyktadzie - czy prawdziwa jest rownos¢é 

ICD| _ |BC| 

|EC| = 

|DA| |EC| 
Obliczamy: 

V5 +1 

a) a ee [5 +1 

[DA| 1 2 

[BG lee: 41 2 20/541) _ 2(V¥5+1) _2(v5+1)_ 541 

|EC| e -1 5-1 h(i 1)(v¥5+1) (V5)?-1’ 4 2 

137 
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W obliczeniach Wy Kor zystalicny, wzor skroconego nou na roéznice kwadra- 

tow: (a—b)(a+ b) =a? — b?. 
Pokazalismy, ze stosunki dtugosci bok6w we estebs rst prostokatach sq rowne, 

wiec te prostokaty sq podobne. 

, hazywa sie 
5 ol 

2 
Prostokat, kt6rego stosunek dtugosci bokéw wyraza sie liczba 

Ae 

2 
taki podziat odcinka, w ktorym stosunek dtugosci dtuzszej czesci do krotszej jest 

rowny stosunkowi dtugosci catego odcinka do czesci dtuzszej (zobacz przyktad 3. 

,ztotym prostokatem”, a liczbe nazywa sie ,ztota liczba”. Liczba ztota wyraza 

al czyli liczbe ze str. 123). Czasami liczba zlota nazywa sie odwrotnosé liczby 

V5 -1 
= 

W starozytnosci uwazano ztoty podziat za idealng proporcje (,,boska proporcja’”). 

Bardzo chetnie byt on stosowany w sztuce i w architekturze. Zdjecie ponizej przed- 

stawia fronton Swigtyni Ateny na Akropolu - Partenon. 

Fronton ten mozna ,,wpisac” w ztoty prostokat. 

Kolejny przyktad bedzie dotyczy¢ podobienstwa trapezow. 

Przyktad 2. 

W trapezie ABCD, AB || CD, mamy dane dtugosci bokéw: |AB| = 12, |BC| = 9, |CD| = 
|AD| = 6. Poprowadzono odcinek EF taczacy ramiona trapezu i rownolegty do Fe 
staw, ktory podzielit trapez ABCD na dwa trapezy ABFE i EFCD podobne do siebie 
(patrz rysunek ponizej). Obliczymy: 
a) skale podobienstwa przeksztatcajacego trapez EFCD na trapez ABFE; 
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b) dtugosci bokéw trapezu EFCD. 

A 12 B 

Ad a) Niech k oznacza szukang skale podobienstwa (k > 0). Krétsza podstawa EF 

trapezu ABFE odpowiada krotszej podstawie DC trapezu EFCD oraz 

|DC| = 3, wiec |EF| =3-k 

Dtuzsza podstawa AB trapezu ABFE odpowiada dtuzszej podstawie EF trapezu EFCD oraz 

|EF|=3-k, wiec |AB| =(3-k)-k=3-k? 
Z tresci zadania wiemy, ze |AB| = 12, zatem 

3-k*=12, skad 
k=2vk=-2 (-2 nie spetnia warunku k > 0, bo -2 < 0) 

Skala podobienstwa jest rowna 2. 

Ad b) Ramiona, ktore odpowiadaja sobie w trapezach ABFE i EFCD, to EA i DE oraz 

BF i FC (dlaczego?). Niech |DE| = x, wowczas |EA| = 2x (poniewaz skala podo- 

bienstwa jest rowna 2). 

|DE| + |EA| = |AD| i |AD| = 6, wiec 
x + 2x = 6, skad 

x=2, 

|DE| =2 

Podobnie obliczamy, ze 

|FC| =3 

Z punktu a) wynika, ze 

|EF|=3-2=6 

Dtugosci bokéw trapezu EFCD sq rowne: |EF| = 6, |FC| = 3, |CD| = 3 i |DE| = 2. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wrownolegtoboku ABCD bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku AD. Na boku AB 

zaznaczono punkt K, ana boku DC - punkt L w taki sposob, ze czworokat AKLD 

jest podobny do rdwnolegtoboku ABCD. 

a) Wyznacz skale tego podobienstwa. 

b) Oblicz |AK]: |KB]. 

2. Wykaz, ze jesli kat przeciecia przekatnych w jednym prostokacie jest taki sam, 

jak kat przeciecia przekatnych w drugim prostokacie, to prostokaty sq podobne. 

3. Czy w trapezie ABCD (AB||CD) mozna poprowadzic¢ odcinek KL taki, ze K € AD, 

L € BC, KL|AB, a trapez KLCD jest podobny do trapezu ABCD? Odpowiedz uzasadnij. 
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_ Geometria ptaska . 

e — pole czworokata 

Pole prostokata. Pole kwadratu 

Przypomnij sobie z klasy pierwszej wiadomosci dotyczace pola figury geometrycz- 

nej, a szczeglnie wtasnosci pola (twierdzenie 1., str. 262, podrecznik, klasa 1.). 

Twierdzenie 1. 
'1) Pole prostokata jest rowne iloczynowi dtugosci dwoch jego bokéw majacych 

|  wspolny wierzchotek. 
2) Pole kwadratu jest rowne kwadratowi dtugosci jego boku. 

Zauwaz, ze przekatne prostokata dziela go na cztery trojkaty o rownych polach (rys. a). 

a) b) 

ek Ba P, 

Latwo to mozna wykaza¢, jesli - na przyktad - poprowadzi sie przez punkt prze- 

ciecia przekatnych proste rdwnolegte do bokéw prostokata. Te proste i przekatne 

dziela dany prostokat na osiem przystajacych trdojkatow prostokatnych (rys. b). 

Przyktad 1. 

Przekatne ACi BD prostokata ABCD przecinaja sie pod katem 45°. Wiedzac dodatko- 

wo, ze |AC| = |BD| = 12 cm, obliczymy pole prostokata ABCD. 

c¢ Wiemy, ze |<BOC| = 45°, |OC| =|OB| = 6 (cm). 
Z Aby rozwigza¢ zadanie, wystarczy obliczyé pole 

Aaa trojkata OBC i otrzymany wynik pomnozyé przez 
O cztery. 

4 : Prowadzimy wysokos¢ CE w trojkacie OBC i obli- 
czamy jej dtugosc: 
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CBT) oe =! =sin 45°, skad '0C | in ska 

|CE|=6- V2_ 35 (cm) 
ey 

Obliczamy pole trdjkata OBC: 

Pose = |0B| ICE, wiec 

Pogc = 9/2 (cm?) 

Pole tréjkata OBC mozemy tez obliczy¢, bezposrednio korzystajac ze wzoru: 

Pose = loBI - |OC| - sin(<BOC) 

Na koniec wyznaczamy pole prostokata ABCD: 

Pagcp = 4 Pope zatem Pagcp = 36V2 (cm?) 

Pole prostokata ABCD jest rowne 362 cm’. 

Przyktad 2. 

Dany jest prostokat ABCD. Przez dowolny punkt P lezacy na przekatnej BD popro- 

wadzono proste rownolegte do bokow prostokata, ktére przeciety te boki odpo- 

wiednio w punktach E, F oraz G, H (patrz rysunek). Wykazemy, ze pola prostokat6w 

AHPE i PFCG sa rowne. 

[pee IG PER ie 

= F 

P 

A i B 

Zadanie tatwo bedzie rozwigza¢, jesli dorysujemy przekatna BD prostokata. 

D G CG 

E eS F 

P — 

A tH B 

Wowczas zauwazymy, ze tréjkaty ABD i CDB sq przystajace (AABD = ACDB), zatem 

maja rowne pola. Podobnie: 

ABPH=APBF oraz APDE=ADPG 

Zatem pola prostokatow AHPE i PFCG sa rowne. 
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Przvktad 3. 

Przekatna kwadratu jest o 1 cm dtuzsza od boku tego kwadratu. Obliczymy pole 

tego kwadratu. 

Niech a oznacza dtugos¢ boku kwadratu (w cm), wowczas prze- 

katna tego kwadratu ma dtugos¢é a2. Wyznaczymy dtugos¢ boku 

a kwadratu. Z tresci zadania wynika zaleznosc: 

es avy2—a=1, zatem 
a 

ABEL =1 /12=1) 
ink poniewaz 

iL ae We Bement 

1 (W2-1) (za eed ail 

G=40 al 

Q= 

=/2+ 1, wiec 

Obliczamy pole P kwadratu. 

P=a’, wiec 

P=(J2+1)?=(v2)?+2-J2-1+1?=3+2V2 | 
W obliczeniach wykorzystalismy wzory skréconego mnozenia: wzor na rdznice 
kwadratow i wzor na kwadrat sumy. 

Pole kwadratu jest rowne (3 + 2V2) cm?. 

Przyktad 4. 

W prostokat ABCD 0 bokach majacych dtugos¢ 7 i 5 wpisano prostokat PQRS (tzn. do 

kazdego boku prostokata ABCD nalezy jeden wierzchotek prostokata PQRS). 

Stosunek sasiednich bokéw w tym prostokacie jest rowny 2 : 1. Obliczymy pole 
prostokata PQRS. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

jp ak C 

oy 

c 
y 

A 7-X ae 

Mamy: 

|PQ|=a, wowczas |PS|= 2a 

|PB|=x, wowczas |AP|=7-x 

|BQ|=y, wowczas |CQ|=5-y. 
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Trojkaty PBQ i RDS sq przystajace oraz tréjkaty APS i CRQ sa przystajace (uzasadnij 
to!), wiec 

[DR =2G *|DS|= y= oraz 

|CR|=7-x, |AS|=5—-—y. 

Trojkaty APS i BQP sa podobne (uzasadnij to!), skala podobienstwa jest wyznaczona 
przez stosunek dtugosci przeciwprostokatnych tych tréjkat6w 

[SP] _ 
|PQ| 

Zatem stosunek dtugosci odpowiadajacych sobie przyprostokatnych w tych tr6j- 
katach tez jest rowny 2, wiec: 

AP = 
a a Se oe 2, skad otrzymujemy rdwnanie x+2y=7 

AS| 5- 
a = a =2, skad otrzymujemy rownanie 2x+y=5. 

XZ ve 7, 
Po rozwiazaniu uktadu rownan | mamy (* ' : (sprawdz!). 

y = x4 V=_ 

Obliczamy pole P prostokata PQRS. 

P=2a’, ale a*=x*+y” (z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata PBQ), wiec a= 10, 

czyli 

P20) 

Pole prostokata PQRS jest rowne 20. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wprostokacie ABCD przekatne ACi DB przecinaja sie w punkcie S. Pole trdéjkata 

DSC jest rowne 1 dm”. 
a) Oblicz pole prostokata. 

b) Wiedzac dodatkowo, ze |< BSC| = 30°, wyznacz dtugos¢ przekatnych prosto- 

kata. 

2. W kwadracie o polu 10 cm? potaczono kolejno srodki bokéw. Oblicz pole wy- 

znaczonego w ten sposob czworokata. 

3. R6znica pol dwoch kwadratéw jest r6wna 17. Oblicz dtugos¢ bokow kwadra- 

tow, wiedzac, ze sq one liczbami naturalnymi. 

4. Punkt P nalezy do przekatnej DB prostokata ABCD. Przez punkt P poprowa- 

dzono proste rownolegte do bok6éw prostokata, kt6re przeciety boki odpo- 

wiednio w punktach £, F oraz G, H (jak na rysunku w przyktadzie 2.). Wiedzac, 

ze pole prostokata PFCG jest rowne 48 cm? oraz |DP| : |PB| = 3 : 4, oblicz pole 

prostokata ABCD. 
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Pole r6wnolegtoboku. Pole rombu 

Przypomnimy wzor na pole rownolegtoboku. 

Twierdzenie 1. 
Pole rownolegtoboku jest rowne iloczynowi dtugosci boku i wysokosci poprowa- 

dzonej na ten bok. 

a 

Kazdy rownolegtobok mozna podzieli¢ na dwie czesci, z kt6rych mozna ztozyé 

prostokat 0 wymiarach a oraz h. 

/ y 
, a 

Przyktad ye 

Na rysunku przedstawiono plan prostokatnej dziatki, przez ktora prowadza dwie 

drogi. Na planie obie drogi maja ksztatt rownolegtoboku i |AB| = |CD]|. Odcinek 

ktorej drogi zajmuje wiekszq powierzchnie dziatki? 

Obie drogi to rownolegtoboki, ktorych krétsze boki maja taka sama dtugosé. Wyso- 

koSci obu rownolegtobokow poprowadzone na odcinki AB i CD maja taka sama dtu- 

gosc¢ jak krétszy bok dziatki; sq wiec rowne. Zatem obie drogi maja taka sama 
powierzchnie (na obszarze dziatki). 

Zobaczmy, jakie sq zaleznosci miedzy bokami i wysokosciami r6wnolegtoboku. 
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Rozwazmy rownolegtobok, niebedacy prostokatem, 0 bokach majacych dtugosé¢ a, b 

(a > b). Z wierzchotka kata rozwartego prowadzimy wysokoSci: h, — na bok majacy 

dtugos¢ ai hz - na bok majacy dtugos¢ b. 

Wowczas 

(1) hy< hp oraz 

(2) h,<b i h<a 

Niero6wnoSci (2) wynikaja stad, ze wysokosci wraz z bokami wyznaczaja dwa 

troéjkaty prostokatne (patrz rysunek), w ktérych wysokosci h, i hz sa przypros- 

tokatnymi, a boki rownolegtoboku sa przeciwprostokatnymi. Tak wiec w rdwno- 

legtoboku dtuzsza wysokoS¢ jest krétsza od wiekszego boku, a krétsza wysokosé 
jest krotsza od mniejszego boku. 

Przyktad 2. 
eee 

W rownolegtoboku boki maja dtugosé 15 cmi 9 cm. Wiedzac, ze jedna z wysokosci 

ma 10 cm, obliczymy druga wysokosé. 

G=)5.em 

h,= 10cm 

Przyjmijmy oznaczenia: 

a=15cm,b=9cm,h,=10cm 

Szukana wysokosé oznaczmy przez hp. 

Zauwaz, ze 

b<hy, 

zatem h, jest kr6tszq wysokoscig rownolegtoboku (i b > hz). 

Wykorzystujemy wzor na pole P réwnolegtoboku do wyznaczenia h;: 

P=b-h, oraz P=a-h, 

Przyro6wnujemy prawe strony wzorow i otrzymujemy rownanie: 

9-10=15-h, skad 

hz =6 (cm) 

Druga wysokos¢ rownolegtoboku ma 6 cm. 
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Twierdzenie 2. 
Pole rownolegtoboku jest rowne iloczynowi dtugosci dwoch jego bokow majacych 

wspolny koniec i sinusa kata tego rownolegtoboku. 

P=a-b-sina 

Udowodnij to twierdzenie: poprowadz krétsza przekatna rownolegtoboku i wyko- 

rzystaj odpowiedni wzor na pole trdjkata. 

Przyktad 3. 

W rownolegtoboku ABCD kat ostry jest rowny 30°. Odlegtos¢é punktu O przeciecia 

przekatnych od jednego z bokéw wynosi 1. Dtuzsza przekatna ma dtugoSé 14. Obli- 

czymy pole rownolegtoboku ABCD. 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej. 

Wiemy, ze 

|< BAD| = 30° |OF| =1 |AC| = 14 

Poprowadzmy wysokos¢ DE réwnolegtoboku ABCD, réwnolegta do odcinka OF. 
Mamy wiec 

DE || OF 

Punkt O jest srodkiem odcinka BD, wiec odcinek OF taczy Srodki bokow tréjkata 
EBD. Stad 

|DE| = 2|OF|, czyli |DE| =2. 
Obliczamy dtugos¢ boku AD. 

we = sin 30° ——_ = wiec 
|AD| |AD| 2 

|AD| =4 

Obliczamy dtugos¢ boku CD. Korzystamy z twierdzenia cosinus6éw dla tréjkata ACD. 

|AC|* = |AD|? + |CD|* — 2 - |AD| - |CD| - cos(<{ADC) 

Oznaczmy |CD| przez x (x > 0); otrzymujemy 

147 = 47+x?-2-4-x-cos 150° 
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196=16+3+8-x.%3 

x? + 4,/3x— 180 = 0 
A=768  VJA=16y3 
x, = 63 xX, =-10/3 X2 <0 

Mamy wiec 

|CD| = |AB| = 6V3 
Obliczamy pole P rownolegtoboku ABCD. 

P=|AD] - |AB| - sin 30° 

P= 4. 6y3-= = 12V3 

Oczywiscie mozna tez obliczyé pole rownolegtoboku ABCD, korzystajac ze wzoru 

P=|AB| - |DE|. 

Pole ro6wnolegtoboku ABCD jest rowne Te 

Omowimy teraz wzory na pole rombu. 

Twierdzenie 3. 
Pole Prombu wyraza sie wzorem: 

1) P=a-h, gdzie a jest dtugosciga boku, 

h - wysokoscig rombu 

a 2) P= a , gdzie dj, d, sa dtugosciami 

sak przekatnych rombu. 

W2zO6r 1) jest konsekwencjq faktu, ze romb jest rownolegtobokiem, natomiast wz6r 

2) wynika stad, ze przekatne rombu sq prostopadte i dziela romb na cztery przy- 

stajace tréjkaty prostokatne, w ktorych przyprostokatne majq dtugos¢ ai oraz me 

Zatem pole takiego rombu jest rowne: 

Pa4ez. oe | czyli 

P d,-d, 

2 

Przyktad 4. 

Przekatne rombu majq dtugos¢ 30 cm i 40 cm. Obliczymy: 

a) pole rombu 

b) diugos¢ jego boku 

c) wysokosé rombu. 
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D C Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: 

|AC| = 40 cm \ 

J |BD| =30 cm 

oe |AB| = |BC| = |CD| = [DAI 
LA 

Ae aE B 

Obliczamy pole P rombu, korzystajac z ostatniego twierdzenia (wzor 2). 

p— MCI: IBCI 
Z 

30-40 De = 600 
2 

Obliczamy dtugosé boku |AB| rombu. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla troj- 

kata prostokatnego AOB. Mamy 

|AO| = Hac =20 

|0B| = = |Bb| = 15 oraz 

|AB|? = |AO|* + |OB|?, skad 

[ABIe= 207 +154 

|AB|? = 625, wiec 

|AB| = 25, bo |AB| > 0 

Na koniec wyznaczamy wysokosé DE. Wykorzystamy wz6r 1) ostatniego twierdzenia: 

P=|AB|-|DE| i P= 600, wiec 

600 =25- |DE| 

|DE| = 24 
Pole rombu jest rowne 600 cm’, bok ma dtugosé 25 cm, a wysokoSé jest rowna 
24 cm. 

Przyktad 5. 

Przez wierzchotek kata ostrego rombu i dwa wierzchotki katow rozwartych prze- 

chodzi okrag. Dzieli on dtuzszq przekatna na odcinki majace diugos¢é 10 cm i 6 cm. 

Obliczymy pole rombu. 

C Oznaczmy wierzchotki rombu literami A, B, C, D. 

Ee oe Okrag przechodzi przez wierzchotki A, B, D. 

|AE|= 10cm 

|EC| =6 cm 

i B Aby obliczyé pole rombu, wystarczy znaé dtugosci 
jego przekatnych. 

Dtugosé przekatnej AC tatwo obliczy¢: 

|AC|=10+6=16 



Pole réwnolegtoboku. Pole rombu 

Wyznaczymy dtugos¢ przekatnej BD. W tym celu dorysujmy przekatna BD. Punkt 
wspolny przekatnych oznaczmy litera 0. Dorysujmy tez odcinek DE. 

C Zauwaz, ze: 

e odcinek AE jest srednica okregu (poniewaz AE 
zawiera sie w symetralnej cieciwy BD) 

e odcinek DO jest wysokoscia w tréjkacie prosto- 

e |<ADE| = 90° (poniewaz <ADE jest katem wpi- 
A A sanym opartym na potokregu) 

katnym AED poprowadzong na przeciwprosto- 
katna. 

Obliczamy dtugosé¢ odcinka DO. 

|DO| =./|AO|- |OE| (wzor ten poznates w klasie pierwszej) 

apis AG =" -16=8 
2 2 

|OE| = |AE| —|AO| =10-8=2 

|\DO| =V8-2= 16 =4 
Obliczamy dtugos¢ przekatnej BD. 

|BD| =2|DO|=2-4=8 

Obliczamy pole P rombu ABCD. 

p= Cl 1B| p= 108 _ 64 
2 2 

Pole rombu jest rowne 64 cm’. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

sb Pole rownolegtoboku ABCD jest rowne 30. Na boku AB zaznaczono punkty K, M, 

ana boku DC - punkty L, N w taki spos6b, ze KL || MN || BC. Pola czworokat6w 

AKLD i KMNL sa odpowiednio roéwne 6 i 9. Oblicz |AK| : |KM| : |MB|. 

. Wrownolegtoboku ABCD przekatne AC i DB przecinaja sie w punkcie S. 

a) Wykaz, ze pole rownolegtoboku ABCD jest cztery razy wieksze od pola 

trojkata ASD. 

b) Wiedzac dodatkowo, ze pole tréjkata ASD jest 0 15 cm? mniejsze od pola 

rownolegtoboku ABCD, oblicz pole tego r6wnolegtoboku. 

. WysokoSci rownolegtoboku pozostaja w stosunku 3 : 5, a jeden bok jest 0 6 cm 

dtuzszy od drugiego. 

a) Oblicz obwod rownolegtoboku. 

b) Wiedzac dodatkowo, ze sinus kata ostrego rownolegtoboku jest rowny aS 

oblicz pole rownolegtoboku i jego wysokoSci. 

. Wrombie przekatne maja dtugos¢ 6 cm i 8 cm. Oblicz: 

a) obw0d i pole rombu b) wysokos¢ rombu. 

Log 
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Pole trapezu 

Rozwazmy trapez o podstawach majacych dtugos¢ a, b i wysokoSci h. Pole tego tra- 
pezu oznaczmy litera P. Z takich dwoéch przystajacych trapez6w mozna ztozyc 

rownolegtobok. 

h 

b 

Pole rownolegtoboku jest rowne 2P, jak rowniez (a+ b) - h, zatem 

A 2P=(atb)-h /:2 stad p-Gr" 

Twierdzenie 1. 
Pole P trapezu 0 podstawach majacych dtugos¢ a, bi wysokoSci h wyraza sie wzo- 

rem: a 

h p= (a+b)-h 

2 

b 

Przyktad iF 

Krotsza podstawa CD trapezu ABCD ma dtugosé 2 cm, a katy przy podstawie AB maja 

miary 45° i 60°. WysokoS¢ trapezu jest rowna J3cm. Obliczymy pole tego trapezu. 

D 2cm ¢ Mamy dane: 

AB||CD, |CD|=2 cm 

<8 cm |<EAD|=45°, |<FBC| = 60° 

‘ . Prowadzimy wysokosci DE i CF 

Ace _4l SSB |DE| = |CF| = V3 cm 

Obliczymy najpierw dtugos¢ podstawy AB; nastepnie skorzystamy ze wzoru na pole 
trapezu. 

Obliczamy dtugos¢ odcinka AE. 

|AE | |AE | —— =ctg(< FAD), ——=ctg45°, wiec |AE|= V3°1=3 
|DE| V3 

Podobnie obliczamy dtugosé odcinka FB 
|FB| |FB| 4 
—— = ctg(< FBC), ——=ctg60°, wiec |FB| =3- —-=1 
CF | B B 
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Obliczamy dtugos¢ podstawy AB. 

|AB| = |AE| + |EF| + |FB| 

|AB| = V3+2+1=3+43 
Obliczamy pole trapezu ABCD. 

p— (ABI + |CD])- |DE| 
2 

p— (3+v3+2)-¥3 e753 
2 2 

Pole trapezu ABCD jest rowne eae eins 

Czasami mozna obliczy¢ pole trapezu, nie znajac dtugosci podstaw. 

Przyktad 2. 
SS te 

Wysokos¢ trapezu rownoramiennego jest rowna 7 cm, a przekatna tego trapezu ma 

dtugosé 25 cm. Obliczymy pole tego trapezu. 

D C Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. 

AB || CD, |AD| = |BC| 

|AC|=25cm, |CE|=7cm 

A B 
Eb 

Znamy wysokosé trapezu. Aby obliczyé jego pole, wystarczy wyznaczy¢ polowe 

sumy dtugosci jego podstaw. 

Rozwazmy tréjkat prostokatny AEC. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tego 

tréjkata, wyznaczamy |AE|. 

|AE|? + |CE|*=|AC|?, wiec |AE|? + 7? = 252, skad 

|AE| = 24, |AE| > 0 

Zauwaz, ze 

|AE| = led ; BA (zobacz twierdzenie 4., str. 161) 

Obliczamy pole trapezu. 

p= HBL I0DI. i¢p 

P=24-7=168 
Pole trapezu jest rowne 168 cm’. 

Przyktad 3. 

Pole trapezu rownoramiennego opisanego na okregu jest rowne Gu2, Wyznaczymy 

dtugos¢ ramienia tego trapezu, jesli jest ono nachylone do dtuzszej podstawy pod 

katem 45°. 
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Niech na rysunku ponizej bedzie przedstawiony trapez rownoramienny ABCD, 

AB || CD, |AD| = |BC]. \ 

C 
HSN 

Ponadto oznaczmy 

|AB| =a |CD| = b |AD| = |BC| =c 

r— promien okregu wpisanego w trapez 

(DE) =h 

Mamy 

IDE\=27r 

Pole P trapezu opisuje wzor 

B= “S -h, z warunkow zadania wiemy, ze P= 3./2. 

Poniewaz trapez ABCD jest opisany na okregu, wiec (na mocy twierdzenia 4 ze str. 

177) otrzymujemy 

a+b=2c,zatem 

| elim EAA 

Trojkat AED jest trojkatem prostokatnym, wiec 

we = sin 45° 
|AD| 

ae v2 skad 
2 

r= wiec 
22 

ps 

Poged = Sips Byi2; zatem otrzymujemy rownanie 
20, eae 

By2=— /-V2 

16Sc 

C4) po c= 0; 

Dtugosé ramienia trapezu jest rowna 4. 
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Przyktad 4. 
Pe 

Poprowadzono dwie proste - styczna do danego okregu w punkcie A i sieczna tego 
okregu, ktora przecieta okrag w punktach Bi C. Proste przeciely sie w punkcie D (zo- 
bacz rysunek ponizej). Przez punkty C i B poprowadzono proste prostopadte do 
prostej BC, ktore przeciety prosta AD od- C 

powiednio w punktach Fi F. Wiedzac, ze 

|AD| = 126, |ED| = 39 oraz |BC| = 12: B 
a) obliczymy pole trapezu BCEF, 

b) wykazemy, ze w trapez BCEF mozna 
wpisac¢ okrag. E A/F D 

Ad a) Obliczamy dtugos¢ odcinka BD. Wykorzystamy twierdzenie o odcinkach 

siecznej i stycznej (poznates je w klasie pierwszej). 

|BD| - |CD| = |AD/? 
Oznaczmy |BD| przez x, x > 0. Otrzymujemy 

x(12+x)=(12V6)*, czyli x2+12x-864=0, skad 
X1 = 24 X2=—36, —36 < 0 

Zatem |BD| = 24. 

Obliczamy dtugos¢ podstawy CE trapezu BCEF. Korzystamy z twierdzenia Pitagora- 

sa dla trojkata prostokatnego EDC i otrzymujemy 

}CE|=15 
Obliczamy dtugos¢ podstawy BF trapezu BCEF. Zauwazmy, ze 

ABFD ~ ACED  (uzasadnij to), zatem 

EE Bae ee ar ni. 
ICD| |BD| 36 24 

Obliczmy pole P trapezu BCEF. 

p= |BF| + |CE| IBC| ~10+15 
P -12=150 

Pole trapezu BCEF jest rowne 150. 

Ad b) Wystarczy pokaza¢ zgodnie z twierdzeniem 5 ze str. 178 - ze 

|BF| + |CE| =|BC| + |EF| 

Aby wyznaczy¢ |EF| - pozostate dtugoSci juz znamy - obliczamy najpierw dtugos¢ 

odcinka FD: 

|FD|=26 (sprawdz!). Poniewaz |EF| = |ED|—|FD| = 39 — 26 = 13, wiec 

[BF] + |CE|=10+15=25 [BC| #|EF|=12+13=25 

A to znaczy, ze w trapez BCEF mozna wpisa¢ okrag. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. W trapezie prostokatnym krotsze ramie ma dtugos¢ 5 cm. Odcinek taczacy 

srodki ramion trapezu ma dtugos¢ 6 cm. Oblicz pole trapezu. 

2. Pole trapezu jest rowne 21 cm’, a wysokoS¢ jest rowna 7 cm. Oblicz dtugosci 

podstaw trapezu, jeSli jedna z nich jest o 3 cm dtuzsza od drugiej. 
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Pole czworokata - zadania rézne 

Zastandwmy sie, jak obliczyé pole czworokata, jezeli nie mozemy skorzysta¢ 

z wtasnosci r6wnolegtoboku ani z wtasnosci trapezu. Czesto dzielimy dany czwo- 

rokat na figury, kt6rych pola potrafimy obliczy¢, na przyktad na trojkaty. Mozemy 

rowniez obliczyé pole figury zawierajacej dany czworokat i odja¢ pola figur, o ktore 

uzupetnilismy nasza figure. Bardzo przydatne moga sie okaza¢ wiasnosci dotyczace 

pol czworokatow, ktére tu oméwimy. Pierwsza dotyczy czworokatow, w ktore 

mozna wpisac okrag. 

Niech dany bedzie czworokat (wypukty) o bokach majacych dtugosé: a, b, c, d, w kt6- 

ry wpisano okrag o srodku w punkcie Oi promieniu r. Wyznaczymy pole tego czwo- 

rokata. 

Odcinki poprowadzone ze Srodka okregu do wierzchotkéw czworokata dziela ten 

czworokat na cztery trdjkaty. W kazdym tréjkacie jeden bok jest bokiem czwo- 

rokata, a wysokos¢ tréjkata poprowadzona na ten bok jest rowna promieniowi 
okregu wpisanego w czworokat. 

Pole P czworokata jest rowne sumie pol tych czterech trdojkatow: 

eee eho eels lor 
2 is Z 74 

ae a+b+c+d 

2 

Mozna to zapisa¢ tez tak: 

' a+b+c+d 
P=r-p,gdzie p = ——___—_., 

ie 

Udowodnilismy nastepujace twierdzenie 

Twierdzenie 1. 
Jesli w czworokat wypukty mozna wpisa¢ okrag, to pole tego czworokata jest 
rowne iloczynowi promienia okregu wpisanego w ten czworokat i potowy ob- 
wodu czworokata. 



Pole czworokata — zadania rézne 

Przyktad 1. 

W czworokat ABCD wpisano kolo, ktérego pole jest rowne 49x cm?. Wiadomo, ze 
|AB| + |CD| = 53 cm. Obliczymy pole czworokata ABCD. 

D 

B 

Niech P; oznacza pole kota wpisanego w czworokat ABCD, r - promien kota (w cm), 

nO; 

|AB| + |CD| = 53 cm 

Ze wzoru na pole kola obliczamy r. 

P, =r? , wiec 49x = nr? 

r=7 v r=-7 (liczba —7 nie spetnia warunku r > 0) 

Z twierdzenia 0 wpisywalnosci okregu w czworokat wynika, ze 

|AB| + |CD| = |AD| + |BC| 

Zatem suma |AB| + |CD| jest rowna potowie obwodu czworokata. 

5 obw = 53 (cm) 

Na podstawie ostatniego twierdzenia obliczamy pole P czworokata ABCD. 

p= obw-r 
2 

P=53-/7=371 (cm?) 

Pole czworokata ABCD jest rowne 371 cm’. 

Ostatnie twierdzenie mozna uogolni¢ na dowolny wielokat wypukty, w ktory 

mozna wpisac okrag. Sprébuj udowodnic¢ twierdzenie 2. 

Twierdzenie 2. 
Jesli w wielokat wypukty mozna wpisa¢ okrag, to pole tego wielokata jest rowne 

iloczynowi promienia okregu wpisanego w ten wielokat i potowy obwodu wie- 

lokata. 

Rozwazmy czworokat wypukly ABCD, ktorego przekatne AC i BD przecinaja sie pod 

katem a. Przyjmijmy dodatkowo, ze przekatne czworokata przecinaja sie w punkcie 

O oraz ze |AC| = d, i |BD| = d,. Wyznaczymy pole czworokata ABCD w zaleznosci od 

d., dy ia. 

205 
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D 

G 

A Xe) 

B 

Zauwazmy, ze przekatne dziela czworokat na cztery trdjkaty (0 roztacznych wnetrzach): 

ABO, BCO, CDO i DAO. 

Suma p06] tych tréjkatow jest rowna polu czworokata ABCD. 

Pola trojkatéw policzymy, stosujac twierdzenie (znane Ci z pierwszej klasy): pole 

trdjkata jest rowne potowie iloczynu dtugosci dwoch bokow trdéjkata i sinusa kata 

zawartego miedzy tymi bokami. 

Aby utatwié obliczenia, wprowadzmy jeszcze oznaczenia pomocnicze: 

|OC|=x i |OB|=y. 

Narysunku ponizej zaznaczylismy interesujace nas dtugosci bokéw czterech wska- 

zanych trojkatow. 
D 

Obliczamy pole czworokata ABCD. 

Pascp = Paso + Peco + Pcvo + Ppao 

Zatem 

Pasco = = « (d1 — x) -y-sin(180°—a) +5 -X-y-sina@t 

RPple +5 +x: (d2—y) - sin(180°—a) + : (i= x)a(deoy) ene 

Korzystamy ze wzoru redukcyjnego sin(180° — a) = sin a, nastepnie wytaczamy 

przed nawias wyrazenie oe sin a. 

Otrzymujemy 
i Cah ee 

Pasco = 5 sin @[(di - x)y + xy + x(d2 - y) + (di - x)(d2 - y)] 

W nawiasie kwadratowym wykonujemy mnozenie i przeprowadzamy redukcje 
wyrazow podobnych. 

ilbados 
Pasco = ay aldiy — xy + xy + xd2 - xy + did2 - diy - xd2 + xy] 
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Ostatecznie otrzymalismy, ze 
1 : 

Pasco = a di-d2-sina@ 

Otrzymany rezultat zapiszemy w postaci twierdzenia. 

Twierdzenie 3. 
Jesli przekatne czworokata wypuktego maja dtugos¢ d, i d, oraz przecinaja sie pod 

katem a, to pole P tego czworokata wyraza sie wzorem: 

P=—-d,-d)-sina 2 1 2 

YY 

Z twierdzenia 3. tatwo jest wyprowadzi¢ nastepujacy wniosek. 

Wniosek: 

Jesli przekatne czworokata wypuktego majq dtugosé¢ d, i d, oraz przecinaja sie pod 

katem prostym, to pole P tego czworokata wyraza sie wzorem: 

iL 
| lg | 5 fl eae 

Przyktad 2. 

Zbudujemy czworokat EFGH niebedacy trapezem, ktérego pole bedzie r6wne polu 

danego kwadratu ABCD. 

Wiemy, ze kwadrat ma przekatne rownej dtugosci, przecinajace sie pod katem pros- 

tym. Wystarczy wiec - na mocy ostatniego wniosku - zbudowaé¢ czworokat, ktorego 

przekatne beda mie¢ dtugos¢ jak przekatne kwadratu i beda do siebie prostopadte. 

Rysunek ponizej przedstawia kwadrat ABCD i przyktadowy czworokat EFGH. 

H 
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Przyktad 3. 

Obliczymy pole czworokata ABCD, ktorego przekatne przecinaja sie pod katem Be 

oraz maja odpowiednio dtugosé 10 cm i 19 cm. Wynik podamy z doktadnosciq do 

0,01 cm?. 

Korzystamy z twierdzenia 1., aby obliczy¢ pole P czworokata ABCD. 

p==-10-19- sin 73° = 

= 95 - sin 73° = 90,8489... x 90,85 (cm?) 

Pole czworokata ABCD jest rowne w przyblizeniu 90,85 cm’. 

Przyktad 4. 

Rozpatrujemy czworokaty, ktorych przekatne przecinaja sie pod katem 30°. Suma 

dtugosci przekatnych kazdego czworokata jest rowna 12 cm. Ile jest rowne najwiek- 

sze pole takiego czworokata? 

Przyjmijmy oznaczenia: 

x, y - dtugosci przekatnych czworokata 

xt+y=12 

p= = -x-y- sin 30° - pole cworokata y=12-x, wiec 

1 il 
JAG) SS ores (IIA —xd)s =, ceva (@)=5-x-G2-x)-5, ay 
P(x) =-2x? + 3x, D=(0, 12) 

Otrzymalismy funkcje opisujaca pole P czworokata w zaleznosci od ditugosci jego 

przekatnej. Dziedzina funkcji jest przedziat (0, 12). 

Funkcja y = or x* + 3x w zbiorze R osiaga najwieksza wartoS¢ dla argumentu 6. 

Zauwazmy, ze 6 € (0, 12), zatem pole P czworokata bedzie najwieksze rdwniez dla 
argumentu 6. Obliczamy 

P(6) =—= -62+3-6=-9+18=9 (cm?) 

Najwieksze pole czworokata jest rowne 9 cm?. 

Przyktad 5. 

Pole trapezu rownoramiennego jest rowne 120 cm?. Suma dtugoésci podstaw tego 
trapezu jest rowna 30 cm. Wyznaczymy (w przyblizeniu) kat, pod jakim przecinaja 
sie przekatne tego trapezu. 
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D C Niech dany bedzie trapez rownoramienny ABCD, 
> AB || CD, |AD| = |BC|, CE - wysokoéé trapezu, 

<a - kat miedzy przekatnymi (rysunek obok). 
Wiemy, ze 

i, Low |AB| + |CD| = 30 (cm) 

E P=120 (cm?) 
gdzie P - pole trapezu 

Wyznaczamy |CE|. 

a Zak lice 

120= < .|CE|, skad 

|CE| = 8 (cm) 

Obliczamy dtugos¢ przekatnej trapezu. W tym celu zauwazmy, ze 

AB|+|CD ; 
|AE| = ver (twierdzenie 4., str. 161), wiec |AE|=15 (cm) 

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AEC obliczamy |AC| 

|AC|? = |AE|? + |CE|? 

|AC|?=157+ 87, czyli 

|AC|?=289, -wiec 

|AC|}|=17cm (bo |AC| > 0) 

Obliczamy sin a. Korzystamy z twierdzenia 1. 

p= ; -|AC|-|BD|-sina  |AC|=|BD]=17 (cm), _ wiec 

0 : -17-17-sina,  skad 

sin a = 24° (= 0,8304) 
289 

Postugujac sie tablicami matematycznymi lub kalkulatorem, wyznaczamy a. 

a= 56° 

Kat, pod jakim przecinajq sie przekatne trapezu, ma miare ok. 56°. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Oblicz pole czworokata, ktorego przekatne maja diugos¢ 4/12 dm oraz 4/27 dm 

i przecinaja sie pod katem 45°. 

2. Wyznacz miare kata ostrego miedzy przekatnymi czworokata wypuktego, jesli 

dtugosci przekatnych czworokata majq dtugos¢ 10 cm kazda, a pole czwo- 

rokata wynosi 25 cm*. 

3. Jakie moze byé najwieksze pole czworokata wypuktego, ktorego przekatne 

maja dtugos¢ 6 cm i 8 cm? Odpowiedz uzasadnij. 



ZO 4. Geometria ptaska — pole czworokgta 

Pola figur podobnych 
X 

W klasie pierwszej poznates zaleznosé dotyczaca pol tréjkqat6w podobnych. Przy- 

pomnijmy ja. 
Niech tréjkat A,B,C, bedzie podobny do tréjkata ABC w skali k. Wowczas stosunek 

pola tréjkata A,B,C, do pola tréjkata ABC jest rowny kwadratowi skali podobien- 

PAG _ 42 
Pec 

Pokazemy, ze taka wtasnos¢é maja czworokaty podobne. Zatézmy, ze mamy dane 

dwa czworokaty: ABCD i podobny do niego w skali k czworokat A,B,C,D,. 

stwa: 

c:k C, 

Wowcezas odpowiednie katy w tych czworokatach sq rowne i odpowiednie dtugosci 

bokow proporcjonalne. W szczeg6lnosci: 

eine @ wwe 
IAD| = |DC| 

wiec (na mocy cechy bkb podobienstwa tréjkatéw) trdjkat A,C,D, jest podobny do 
trdjkata ACD w skali k, zatem 

P 
CD, F 

Te =k?, czyli 

Px co, =k? + Pacp 

Analogicznie 

{Bl =|<Bi| i Leni eer evil ag 
IAB] —|BC | 

wiec trdjkat A,B,C, jest podobny do trdjkata ABC w skali k. 
P 

ae ey 2 czyli 
ABC 

Sy PY 
Pass, mk - Pape 

Zapisujemy pole czworokata A,B,C,D, w postaci sumy p6l dwoch tréjkatow A,C,D, 
1A,B,C,: 

Ramen agnot lalnees Kk? + Pacy + k? + Page = k?(Pacp + Page) = kK? - Pasco, 



Pola figur podobnych 

skad otrzymujemy, ze 

Pasian, = k? 

P ABCD 

Zatem stosunek pol czworokatow podobnych jest rowny kwadratowi skali podo- 
bienstwa. 

W przypadku innych wielokatéw podobnych wniosek dotyczacy ich pol bedzie taki 

sam. Wielokaty takie mozna bowiem podzieli¢ na tréjkaty odpowiednio podobne 

i przeprowadzi¢ analogiczne rozumowanie. Mozna tez udowodni¢ ogdélniejsze 

twierdzenie dotyczace pol figur podobnych. 

Twierdzenie 1. 
Stosunek pol figur podobnych réwna sie kwadratowi skali podobienstwa. 

Przyktad 1. 
= 

Figura F; jest podobna do figury F w skali 0,4. Suma pol figur F i F, jest rowna 

145 cm”. Wyznaczymy pole figury F;. 

Przyjmujemy oznaczenia: 

P;- pole figury F 

P,. - pole figury F; 

k= 0,4 - skala podobienstwa 

Z tresci zadania wynika, ze 

Llp fet Pea l45 

Z ostatniego twierdzenia wnioskujemy, ze 
P 

SE Ie, ezylli 
P, 

Pr 0,4? 
P, 

(2) P,, =0,16-Pr 

Z rownan (1) i (2) wynika r6wnanie: 

P;+0,16-Pp=145, 

skad otrzymujemy 

P= 125 (cm?) 

Obliczamy pole figury F). 

P, = 145-125 = 20 (cm?) 

Pole figury F, jest rowne 20 cm’. 
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Przyktad 2. 

Pole kwadratu A,B,C,D, jest 0 69% wieksze od pola kwadratu ABCD. Obliczymy 

skale podobienstwa kwadratu A,B,C,D, do kwadratu ABCD. 

Niech p oznacza pole kwadratu ABCD, k - szukana skale podobienstwa, k > 0. Wow- 

czas pole kwadratu A,B,C,D, jest rowne 

Pp 69%p =1,69p 

Stosunek pol kwadratow: A,B,C,D, i ABCD jest rowny 

Parr, 1,697 _ 4 co 
Paco p 

Z drugiej strony - na mocy ostatniego twierdzenia 

PapiGo, _ k2, wiec 

ABCD 

k? = 1,69, skad 

k=1,3 v k=-1,3 (liczba —1,3 nie spetnia warunku k > 0, bo —1,3 < 0) 

Skala podobienstwa jest rdwna 1,3. 

Z polami figur podobnych ma zwigzek znane Ci bardzo dobrze twierdzenie Pita- 

gorasa. Twierdzenie to poznates w postaci: ,Jezeli trdjkat jest prostokatny, to 

kwadrat dtugosci przeciwprostokatnej jest rowny sumie kwadratow dtugosci 
przyprostokatnych”. Okazuje sie, ze mozna je sformutowa¢ tez tak: 

,Jezeli tréjkat jest prostokatny i na bokach tego tréjkata zbudujemy figury podobne, 

to pole figury zbudowanej na przeciwprostokatnej jest rowne sumie pol figur zbu- 

dowanych na przyprostokatnych”. 

Tymi figurami podobnymi moga by¢ oczywiscie kwadraty, ale mogga tez by¢ inne 
figury podobne. 

Na rysunkach ponizej mamy trojkat prostokatny 0 bokach majacych diugoSé a, b, c 

i zbudowane na jego bokach figury podobne (maja ten sam kolor). Pola odpo- 

wiednich figur podobnych zostaty oznaczone: P, P,, P>. 



Pola figur podobnych 

Wykazemy, ze rownosé P = P, + P2 jest prawdziwa w przypadku dowolnych figur 
podobnych. 

Skala podobienstwa dwoch figur jest wyznaczona na przyktad przez stosunek dtu- 
gosci odpowiadajacych sobie odcinkow w tych figurach, a stosunek pol figur po- 
dobnych jest rowny - na mocy twierdzenia 1. - kwadratowi skali podobienstwa. 
Zatem 

by b 
Bo (G)) sad AP 1 

Podobnie 
2 

E=(£). skad P=p.° 
a a 

Zatem 

Nm | N 

2 2 2 2 2 

P,+P,=P,+ P,- 2 =P,- pl ogee =F8> go 
a a 

P,;+P2,=P 

Rownos¢ a? + b* = c jest teza ,zwyktego” twierdzenia Pitagorasa. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Figura F; jest podobna do figury F w skali k. Wiedzac, ze pole figury F stanowi 

0,16 pola figury F;, oblicz k. 

2. Skala podobienstwa kota K, do kota K wynosi 0,9. O ile procent pole kota K; jest 

mniejsze od pola kota K? 

3. Figury F; i Fsa podobne. Obwdd figury F; jest o 15% wiekszy od obwodu figury 

F.O ile procent pole figury F; jest wieksze od pola figury F? 

4. Wtrapezie ABCD odcinki AB i DC sq podstawami. Pole trapezu ABCD jest rowne 

130 cm’. Naramieniu AD zaznaczono punkt E, ana ramieniu BC - punkt F w taki 

sposob, ze trapez EFCD jest podobny do trapezu ABFE. Wiedzac, ze |EF| = 12 cm 

oraz pole trapezu EFCD jest 0 50 cm? mniejsze od pola trapezu ABFE, oblicz: 

a) dtugosci podstaw AB i DC trapezu ABCD 

b) wysokos¢ trapezu ABCD. 

5. W réwnolegtoboku ABCD nieréwnolegte boki maja diugos¢ 12 cm i 10 cm. 

Obrazem réwnolegtoboku ABCD w pewnym podobienstwie jest r6wnolegto- 
bok A,B,C,D;. Wiedzac, ze pole rownolegtoboku A,B,C,D, jest rowne 1200 cm’, 

a jego kat ostry ma miare 30°, oblicz: 

a) skale tego podobienstwa 

b) obwdd réwnolegtoboku A1B1(1D1. 

213 



214 4. Geometria ptaska — pole czworokgta 

Mapa. Skala mapy ‘ 

Rysunek przedstawia fragment mapy Suwalszczyzny. 

> Mapa Suwalszczyzny 

q oy 
SS: Zamko 

284 psy 

NC _Suateel 
G 

Boczne 

pp min 

Zatozmy, ze obszar Suwalszczyzny i mape tego obszaru potraktujemy jako ,,figury 

podobne”. Wowczas skala podobienstwa przeksztatcajacego omawiany obszar na 

mape jest - oczywiscie - skala mapy. 

Wyznaczymy skale mapy, wiedzac, ze odlegtosé Suwatki - Szypliszki w rzeczywistosci 

jest rowna 20 km, ana mapie odlegtos¢ miedzy tymi miejscowosciami wynosi 4 cm. 

4 cm na mapie —> 20 km w rzeczywistoSci, wiec 

1 cm na mapie —-> 5 km w rzeczywistosci, 5 km = 5000 m= 500 000 cm, czyli 

1cmna mapie—- 500 000 cm wrzeczywistosci, zatem skala k mapy jest rowna 
1: 500 000 

Najdtuzszq rzeka na Suwalszczyznie jest Czarna Hancza. Na terenie Polski dtugos¢ 

tej rzeki wynosi 108 km. Obliczymy, jaka bedzie dtugosé tej czesci Czarnej Hanczy 

na mapie, jesli skala mapy jest rowna 1 : 500 000. 

Poniewaz 1 cm na mapie odpowiada 5 km w rzeczywistosci, wiec 

108 :5=21,6 

Na mapie dtugosé tej czesci Czarnej Haniczy jest rowna 21,6 cm. 



Mapa. Skala mapy 

Najgtebszym jeziorem w Polsce jest Jezioro Haricza (maksymalna gtebokos¢ 108,5 m) 
lezace w obszarze Suwalskiego Parku Krajobrazowego. Powierzchnia tego jeziora 
jest rowna 304,4 ha. Jaka jest powierzchnia tego jeziora na mapie powyzej? Wynik 
podamy w milimetrach kwadratowych. 

Powierzchnia jeziora w rzeczywistosci i obraz jeziora na mapie sq to ,figury po- 

dobne”. Zatem stosunek pol tych figur jest rowny kwadratowi skali podobienstwa. 
Przyjmijmy oznaczenia: 

P., — powierzchnia jeziora Hancza w rzeczywistosci, P.. = 304,4 ha 

P,, — powierzchnia jeziora Hancza na mapie o skali s= 1 : 500 000. Wéwczas 

Wyrazimy P,, w milimetrach kwadratowych (wtedy P,, otrzymamy réwniez w mili- 

metrach kwadratowych). Przypomnijmy: 

1 ha= 10 000 m*= 108 cm?= 10!" mm, wiec 

P.., = 304,4 - 10!° mm? 

Wykorzystujemy wtasnosci dziatan na potegach i otrzymujemy 

S(t) 304,4-10”° 5-10° 

il n= 304,4 - 101°. __—__ = 12,176 (mm?) 
25-10"° 

Powierzchnia Jeziora Hancza na mapie jest rowna ok. 12,2 mm’. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Jadac z Suwatk na zachdd w kierunku Bakatarzewa, mijamy Ptociczno. Zmierz 

linijka na mapie odlegtos¢ miedzy Ptocicznem i Suwatkami. Nastepnie, na pod- 

stawie skali mapy, oblicz, jaka jest rzeczywista odlegtos¢ miedzy tymi miejsco- 

wosciami. 

2. Najdalej potozona na pdtnoc miejscowoscia Suwalszczyzny sq Wizajny. 

Wizajny nazywane sq polskim biegunem zimna. Wiedzac, ze droga z Suwatk do 

Wizajn, prowadzaca przez Rutke-Tartak, ma dtugos¢ okoto 36 km, oblicz, ile 

centymetrow droga ta zajmuje na mapie w skali 1 : 500 000. Nastepnie zmierz 

te droge linijka na mapie i por6wnaj wyniki. 

3. Na wschod od Suwatk znajduje sie Wigierski Park Narodowy (WPN). Jego po- 

wierzchnia na mapie wykonanej w skali 1 : 500 000 wynosi w przyblizeniu 

6 cm?. 
a) Wyznacz przyblizone pole powierzchni WPN. Wynik podaj w km’. 

b) Wiedzac, ze powierzchnia rzeczywista WPN jest rowna 15 087 ha, oblicz 

wzgledny btad przyblizenia z punktu a) i wyraz go w procentach. Wynik 

tego btedu podaj w przyblizeniu dziesietnym z doktadnoscia do 0,01%. 

B55) 
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YD e Wielomiany 

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywiste}j 

W klasie pierwszej poznates pojecie jednomianu. Terminem tym okreslilismy wyra- 

zenia, ktore sq liczbami, literami lub iloczynem liczb i liter. W temacie tym zajmiemy 

sie jednomianami jednej zmiennej. 

either Se al Gr ort tees 

Definicja 1. 
Jednomianem stopnia n (n &€ N,) jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy 

wyrazenie, kt6re mozna zapisa¢ w postaci a - x”, gdzie a jest ustalona liczba rze- | 

-czywista roznq od 0. Liczbe a nazywamy wspotczynnikiem jednomianu. 

Jednomianem stopnia zero nazywamy stata roznq od zera. 

Jednomianem zerowym nazywamy stata rowng 0. Jednomian zerowy nie ma | 

okreslonego stopnia. 

Jednomian 3x? jest jednomianem stopnia drugiego, jego wspotczynnik jest rowny 3. 

Aby okreSli¢é stopien i wspdtczynnik jednomianu 3x - (—2)x° - x*, wygodnie jest za- 

pisa¢ ten jednomian w prostszej postaci (czyli w tym przypadku - wykona¢é mno- 

zenie). Otrzymamy wowczas: —6x®. Zatem jednomian jest stopnia 6smego, a jego 

wspotczynnik jest rowny —6. 

Jednomiany rézniace sie co najwyzej wspotczynnikami liczbowymi nazywamy jed- 

nomianami podobnymi, np.: 7x? i -8x!2. Nie sq podobne na przyktad jedno- 

miany: 6x° i 6x’. Jednomian zerowy uwazamy za podobny do kazdego jednomianu. 

Jednomiany podobne nazywa sie tez wyrazami podobnymi. Jednomiany podobne 

mozna zredukowa¢, zastepujac ich sume jednym jednomianem podobnym do nich, 
np.: 

2x* + (—5x*) =—3x? —-17x° + 17x°=0 

W wyniku dodawania jednomianéw otrzymujemy wyrazenie algebraiczne zwane 
wielomianem. 

‘Definicja 2. 
Wielomianem stopnia n (n € N,) jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy wy- 

razenie, kt6re mozna zapisa¢ w postaci 

Oy X* + Ay Xt + pg XP? + +g X24 A, X4 Ay 

gdzie do, dy, ..., 4, Sq ustalonymi liczbami rzeczywistymi, a, # 0. Liczby ao, a, .-., An | 

nazywamy wspoiczynnikami wielomianu. 
Wielomianem stopnia zero nazywamy kazda liczbe rzeczywista réznq od zera. 
Wielomianem zerowym nazywamy liczbe réwna zeru. Wielomian zerowy nie 
ma okreslonego stopnia. 



Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej Alf 

Jednomiany a, - X”, a4 > x", y+ xX", ..., Q2+X*, @y X, dy nazywamy wyrazami wie- 
lomianu, liczbe ay nazywamy wyrazem wolnym. 

Wielomiany zwyczajowo bedziemy oznacza¢ wielkimi literami. Zapiszemy na 
przyktad: 

W(x) =-12x? — 8 — 5x® + 2x3 

Wielomian zerowy bedziemy tez zapisywa¢ tak: W(x) = 0. 

Wielomian W(x) =—12x?— 8 — 5x° + 2x3 mozemy uporzadkowaé 

rosnaco: W(x) =—8 — 12x* + 2x7 = 5x6 (wedtug rosnacych wyktadnikow poteg zmiennej) lub 

malejaco: W(x) =—5x° + 2x? — 12x*-—8 (wedtug malejacych wyktadnikow poteg zmiennej). 

W dalszej czesci bedziemy porzadkowa¢ wielomiany malejaco. 

Jesli stopien wielomianu W(x) jest rowny n, to zapisujemy st.W(x) =n. 

Przyktad I ke 

Dany jest wielomian W(x) = 5x°— 2x? + 4x° + 2x3 + 3x®— 5x8 + x*— 1. Podamy stopien 
wielomianu oraz wypiszemy jego wspotczynniki. 

Najpierw redukujemy wyrazy podobne i porzadkujemy wielomian W(x). 

W(x) = 7x° 4 x* 4 2x8 — 2X7 — 1 

Teraz podajemy stopien wielomianu i jego wspotczynniki. 

SEW(x) —6 oraza,= 7; a-—0,0,5 1; 4a3=2,a,==Z, a, = 0;a)=—1. 

Wielomian bedacy suma dwoch niezerowych jednomianow roznych stopni nazy- 

wamy dwumianem, np. wyrazenia 3x* — x, 1 — x®, 2x? + 5x° - to dwumiany. Sume 
trzech jednomianow roznych stopni nazywamy trdojmianem; tréjmianami sa: 

7x° — 2x? + 1, -9x® + 5x3 — x? itd. 
W szczegolnosci dwumian stopnia pierwszego (np. x— 3, 2x + 7) bedziemy nazywac 

dwumianem liniowym, a trojmian stopnia drugiego (np. 4x2— 3x + 5,-x*+x-—1)- 

tréjmianem kwadratowym. Wielkosciq charakteryzujaca tréjmian kwadratowy 

jest wyroéznik (A), okreslony analogicznie jak w przypadku funkcji kwadratowej. 

Wartoscig wielomianu W(x) =a,Xx"+ ...+@,X+ do dla liczby c, c € R, nazywamy liczbe 

a, °C" +..+@,+C+d9i oznaczamy ja W(c). 

Zauwaz, ze wartos¢ wielomianu W(x) =a,X"+ d,4X" }+ ... + 2X2 + @,X + dy dla liczby 1 

wynosi 

W(1) =a, -1"+a,-4-171+...4@2- 17+ 41-144) =G,+G,4+...+42+A,+ a, 

czyli jest rowna sumie wszystkich wspotczynnikéw tego wielomianu. 

Przyktad 2. 

Obliczymy sume wszystkich wspétczynnikéw wielomianu W(x) = (5x? + 6x°—13x)*. 

W tej sytuacji wystarczy obliczy¢ wartos¢ wielomianu dla liczby 1. Zatem 

W(1) =(5- 19+ 6-15-13 - 1)*=(-2)*= 16 

Suma wszystkich wspotczynnikow wielomianu W(x) = (5x? + 6x°— 13x)* wynosi 16. 
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Przyktad 3. 

Wykazemy, ze jesli wielomian W(x) = ax? + bx? + cx + d, gdzie a+ 0, dla liczby 3 przyj- 

muje wartos¢ 43, zas dla liczby 1 przyjmuje wartos¢ 8, to co najmniej jeden z jego 

wspotczynnikow nie jest liczba catkowita. 

Zatozenie: W(x) = ax? + bx* + cx +d, gdzie a # 0 

W(3) =43, W(1)=8 
Teza: co najmniej jedna z liczb a, b, c, d nie jest liczbqa catkowita 

Dow6dd (nie wprost): 
Zat6zmy, ze wszystkie wspotczynniki wielomianu W(x) sq liczbami catkowitymi. 

Z zatozenia wiemy, ze W(3) = 43 oraz W(1) = 8 zatem: 

feats +d =43 

at+b+c+d=8 

Po odjeciu otrzymanych rownan stronami mamy: 

26a + 8b+ 2c=35, skad 

2-(13a+4b+c)=35 

Lewa strona réwnania jest liczba catkowita, bo z zatozenia a, b, c sa liczbami catko- 

witymi (suma iloczynéw liczb catkowitych jest liczbq catkowita). Ponadto jest to 

liczba podzielna przez 2, czyli liczba parzysta. Po prawej stronie wystepuje liczba 

35, czyli liczba nieparzysta. Zatem otrzymana rownoSs¢ jest fatszywa. Zatozenie, ze 

wszystkie wspotczynniki wielomianu W(x) sq liczbami catkowitymi, doprowadzito 

nas do sprzecznosci. Stad wnioskujemy, ze co najmniej jeden ze wspotczynnikow 

wielomianu W(x) nie jest liczba catkowita. 

Przyktad 4. 
[ee 

Wykazemy, ze jesli 6a, 2b oraz c sa liczbami catkowitymi, to wielomian 

W(x) = ax? + bx*— (a+ b)x +c przyjmuje wartos¢ catkowita dla dowolnej liczby catko- 
wite] p. 

Zatozenie: 

W(x) = ax? + bx*— (a+ b)x +c - wielomian; 
6a, 2b, c - liczby catkowite; p - dowolna liczba catkowita 

Teza: 

W(p)eC 

Dowédd: 

Przeksztatcimy wielomian W(x) w nastepujacy sposdb: 

W(x) = ax? + bx’ — (a + b)x + c = ax3 + bx* — ax — bx + c= a(x3— x) + bx? x) +c= 
3 Zo ie ¢ ; az . aren X op. Len ae: eH) 25-2 Lax 

UG 

Obliczymy wartosé¢ wielomianu dla liczby catkowitej p: 
eT ape rah, Wie p (p+1) 4, lp _ apne 
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Z wtasnosci liczb wiemy, ze iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych p — 1, p oraz 

p + 1 jest liczba podzielna przez 6, wiec liczba poh pe+)) jest catkowita. 

Z zatozenia 6a jest liczba catkowita, wiec 6a - eee) tez jest liczba catko- 

wita. Podobnie iloczyn dwoch kolejnych liczb catkowitych p— 1 oraz p jest liczba po- 
(p=1):p dzielna przez 2, wiec liczba Pog jest catkowita. Ale z zatozenia 2b jest liczba 

catkowita, wiec iloczyn 2b - poe tez jest liczba catkowita. Stad W(p) jest liczba 

catkowita, jako suma trzech liczb catkowitych, co konczy dow6d. 

Przyktad 5. 
De 

Dany jest wielomian W(x) = (m?—4)x*+ (m?— m — 2)x3+ (m+ 2)x—3. OkreSlimy sto- 
pien tego wielomianu w zaleznosci od wartosci parametru m, gdzie m € R. 

Zauwazmy, ze 

m?—4=(m-—2)(m+2) oraz 

m?—m—2=(m-—2)(m+1), 

zatem wielomian W(x) mozna zapisa¢ w postaci: 

W(x) = (m — 2)(m + 2)x*+ (m— 2)(m + 1)x?+ (m+ 2)x-3 

Jesli m = 2, to wielomian ma posta¢ W(x) = 4x — 3, wiec st.W (x) = 1. 

JeSli m =—-2, to otrzymujemy W(x) = 4x? — 3, wiec st.W(x) = 3. 
Jeslim e€ R-— {-2, 2}, to wielomian jest stopnia czwartego, czyli st.W(x) = 4. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

i Okres! stopien jednomianu: 

a) (x4) - x? b) 2(x*)5- (x2)° 
. Uporzadkuj wielomian W(x), nastepnie podaj jego stopien i wypisz jego 

wspotczynniki: 

a) W(x) = 5x3— 2x°+ 4x?— 7x°+x-12 
b) W(x) =—4x7 + 3x3— 2x3 + 5x7— 2x*— x’ 

. Oblicz wartosci wielomianu W(x) =—x? + 5x’ + 3x—1 dla podanych liczb: —2, —1, 

Onis: 

. Wyznacz sume wszystkich wspétczynnikow wielomianu W(x), jesli: 

a) W(x) = 12x5— 2x*+ 6x?— 200 by W(x) = (2x 23x27)? 

. Okre$l stopien wielomianu W(x) = (m?— 2m — 3)x°+ 2(m— 3)x?+ (m+ 1)x*—5 ze 
wzgledu na wartos¢ parametru m (m « R). 

_ Wyznacz wspétczynniki ai b wielomianu W(x) =x? + ax’ + bx + 4, jesli wiadomo, 

ze W(1) =3i W(-2) =-30. 

7. Dany jest wielomian W(x) = x*— x2. Wykaz, ze W(1 - V2) = w(V2-1). 
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Dodawanie, odejmowanie i mnozenie 

wielomianow 

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej x mozna dodawa¢, odejmowa¢c i mnozye. 

W wyniku tych dziatan otrzymujemy wielomian zmiennej rzeczywistej x. Doda- 

wanie i mnozenie wielomianéw ma takie same wiasnosci jak dodawanie i mnozenie 

liczb rzeczywistych; dziatania te sq przemienne, taczne oraz zachodzi prawo roz- 

dzielnosci mnozenia wzgledem dodawania. 

Dodawanie i odejmowanie wielomianow 

Suma wielomianéw W(x) oraz P(x) nazywamy wielomian Q(x), gdzie 

Q(x) = W(x) + P(x) 
Aby dodaé wielomiany tej samej zmiennej rzeczywistej x, nalezy zapisac wszystkie 

wyrazy pierwszego i drugiego wielomianu w postaci sumy, a nastepnie przeprowa- 

dzi¢ redukcje wyrazow podobnych. 

Przyktad 1. 
EE 

Wyznaczymy wielomian Q(x), ktory jest suma wielomianow W(x) oraz P(x), jesli: 

a) W(x) =—3x°+ 4x4 + 2x P(x) = 2x*—2x+3 
b) W(x) =—5x3+ 3x*+ 2 P(x) = 5x3 + 2x*-7 
c) W(x) =2x°—7 P(x) =—2x°+ 7 

W przypadku a) otrzymujemy wielomian Q(x), kt6rego stopien jest taki sam jak sto- 

pien wielomianu W(x). 

Q(x) = W(x) + P(x) = (-3x5 + 4x*+ 2x) + (2x*- 2x +3) = 

= —3x° + 4x44 2x + 2x*— 2x+ 3 =—-3x5 + 6xt+3 

Q(x) =—3x° + 6x4*+ 3 

W przypadku b) otrzymujemy wielomian Q(x), ktory jest stopnia drugiego. 

Q(x) = W(x) + P(x) = (-5x3 + 3x? + 2) + (5x3 + 2x*- 7) = 

= —5x3 + 3x2+ 2 + 5x34 2x2-7 = 5x2-5 

Q(x) = 5x?-—5 

W przypadku c) wielomian Q(x) jest wielomianem zerowym. 

Q(x) = W(x) + P(x) = (2x°— 7) + (-2x°+ 7) = 2x°— 7 —2x+7=0 

Q(x) = 0 

ROznica wielomianow W(x) i P(x) nazywamy wielomian Q(x), gdzie 

Q(x) = W(x) — P(x) 



Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow 

Na przyktad jesli W(x) =—x3+ 3x*—2x+3 i P(x) =-2x5+5x3- 2x +5, to 

Q(x) = W(x) — P(x) = (-x3 + 3x?— 2x + 3) — (-2x5 + 5x3 2x +5) = 

=—x3 + 3x?- 2x +3 + 2x5— 5x34 2x—5 = 2x5— 6x3 + 3x22 

Of) = 2x5 = 6x°+3x°—2 

R6znice W(x) — P(x) mozemy zapisa¢ tez w postaci sumy W(x) + [—P(x)]. Odjaé wie- 
lomian P(x) od wielomianu W(x) to znaczy dodaé do wielomianu W(x) wielomian, 

ktorego wspotczynniki sa liczbami przeciwnymi do odpowiednich wspétczynni- 
kow wielomianu P(x). 

Jesli W(x) =-x3 + 3x*— 2x+3 i P(x) =-2x5+5x3- 2x+5, to 

Q(x) = W(x) — P(x) = W(x) + [-P(X)] = (22 + 3x?2— 2x43) + (2x5— 5x34 2x-5) = 
= 2x°— 6x3 + 3x?—2 

Q(x) = 2x°— 6x3 + 3x?—2 

Zauwaz, ze jeSli wielomiany W(x) i P(x) maja rozne stopnie, to suma (réznica) tych 

wielomianow ma stopien rowny wiekszemu ze stopni wielomianéw W(x) oraz P(x). 

Jesli stopnie wielomianéw W(x) i P(x) sa rowne, wowczas stopien sumy (rdéznicy) 

tych wielomianow jest nie wiekszy niz stopien tych wielomianéw lub suma (r6z- 

nica) jest wielomianem zerowym. 

Mnozenie wielomianow 

Iloczynem wielomianow W(x) i P(x) nazywamy wielomian Q(x), gdzie 

Q(x) = WO) - P(x) 

Wykonujac mnozenie wielomianéw, stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia 

wzgledem dodawania. Aby pomnozy¢é wielomian przez drugi wielomian, nalezy 

pomnozy¢ kazdy wyraz jednego wielomianu przez kazdy wyraz drugiego wielo- 

mianu, a nastepnie wykona¢ redukcje wyrazow podobnych. 

Przyktad 2. 
eee 

Wyznaczymy wielomian Q(x), ktéry jest iloczynem wielomianow W(x) oraz P(x), 

jesli: 
a) W(x) =x°+x+1 P(x} =-2x? + 3 

b) W(x) = 4x°- 3x*+5 P(x) =0 

W przypadku a) mamy: 

Q(x) = W(x) - P(x) = (x2 +.x +1) - (-2x? + 3) = 

=x3. (-2x?) +x3-34+x-(-2x7)+x-34+1- (—254) 123 = 

=—2x° + 3x3 — 2x3 + 3x — 2x2 + 3 =—-2x° + x9 2x* + 3x+3 

Q(x) =—-2x° + x3— 2x*+ 3x+3 

Zauwaz, ze st.Q(x) = st.W(x) + st.P(x) =5. 

20 



Zee 5. Wielomiany 

W przypadku b) otrzymujemy wielomian zerowy. 

Q(x) = W(x) - P(x) = (4x5- 3x?+5) -0=4x°- 0-3x*-04+5-0=0 
Q(x) =0 

Wielomian Q(x) nie ma okreslonego stopnia. 

Zauwaz, ze stopien iloczynu dwoch wielomianow réznych od wielomianu zerowego 

jest rowny sumie stopni tych wielomianéw. W przypadku, gdy przynajmniej jeden 

z wielomianow jest wielomianem zerowym, iloczyn tych wielomianéw jest takze 

wielomianem zerowym. 

Przyktad 3. 

Dany jest wielomian W(x) = 7 —3(x+1)?- (5x—4). Uporzadkujemy wielomian W(x) 

malejaco, podamy jego stopien i wypiszemy wspdotczynniki tego wielomianu. 

Wielomian mozna uporzadkowa€¢c w rozny sposob. Pamieta¢ jednak nalezy o kolej- 

nosci dziatan. Warto tez korzysta¢ z praw dotyczacych dziatan oraz ze wzorédw 

skréconego mnozenia. Oznaczmy 

Q(x) = (x + 1)? i P(x) = 5x-—4 

Wowczas 

W(x) =7—3 - P(x) - QQ) 
Mnozenie jest przemienne, wiec mozemy najpierw pomnozy¢é wielomian Q(x) przez 

P(x). W tym celu porzadkujemy wielomian Q(x); korzystamy ze wzoru skréconego 

mnozenia. 

Q(x) =x2+ 2x+1 

Wykonujemy mnozenie Q(x) - P(x) i przeprowadzamy redukcje wyrazéw podob- 
nych. 

Q(x) - P(x) = (x? + 2x + 1) - (Sx — 4) = 5x3— 4x24 10x?- 8x+5x-4= 

= 5x3 + 6x? 3x-4 

Stad 

W(x) = 7 —3 - (5x3 + 6x?— 3x—4) 
Teraz wielomian w nawiasie mnozymy przez 3, a nastepnie wykonujemy odejmo- 

wanie. 

W(x) = 7 — (15x? + 18x? - 9x — 12) = 7 — 15x3— 18x? + 9x +12 = 
= —15x3— 18x?+ 9x+19 

Mozna tez wielomian w nawiasie pomnozy€ przez (—3) i przeprowadzié redukcje 
wyrazow podobnych. 

W(x) = 7 — 15x3— 18x? + 9x + 12 =-15x3-— 18x?+ 9x+19 

Otrzymalismy, ze W(x) =—15x3— 18x* + 9x + 19, zatem 

st.W(x) = 3, a3=—-15, az=—18, a, =9, ag=19. 

Na koniec pokazemy inny sposob mnozenia wielomianu przez wielomian. 



Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianéw 

Wielocyfrowe liczby catkowite zwykle mnozymy sposobem pisemnym. Okazuje sie, 
ze w podobny sposéb mozemy pomnozyé wielomiany. 
Ponizej ilustrujemy mnozenie pisemne liczb 273 - 15 oraz mnozenie wielomianow 

(x3 — 7x? +x +1) - 2x74 3). 

ON xX eel. 213 

x =2x* + 0x+3 x 15 
ax 21a 3 1365 

Ox* Ox° *Ox® Ox + 273 

+ —2x°+ 14x*—2x°— 2x? 4095 

—2x? + 14x* > X°— 23x27 + 3x43 

Zauwaz, ze W mnozeniu wielomianéw sposobem pisemnym wystepuj@g znaki ,—” 

i nie ma ,,przenoszenia” do jednostek wyzszych rzedow. 

Ten sposob pisemnego mnozenia wielomianéw mozemy sobie utatwi¢, mnozac od- 

powiednie wspoiczynniki wielomianow. Metoda ta nosi nazwe ,,metody kolejnych 

wspoiczynnikéw’” i jest wykorzystywana w programach komputerowych. 

Pomndozmy jeszcze raz wielomian W(x) =x°— 7x?+x+1 przez wielomian P(x) =—2x?+ 3. 
Wiemy, ze stopien iloczynu W(x) - P(x) wynosi 5. Mamy 

Rea xemexy oot 
x 1 -7 1 1 <—wspdétczynniki wielomianu W(x) 

—2 0 3 <—wspodtczynniki wielomianu P(x) 

ao =21, 323 
ene 0 O 

+ —2 14 -2 2 
2 14 1 -23 3 3 <—vwspotczynniki powstatego wielomianu 

Zatem 

W(x) - P(x) =-2x° + 14x4 + x3— 23x* + 3x + 3. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wyznacz W(x) + P(x), W(x) — P(x) oraz W(x) - P(x), jesli: 

a) W(x) = 3x°— 4x3+ 5, P(x) =—7 
b) W(x) =—4— 2x*, P(x) =x? —-4x 
c) W(x) = 2x2—3x, P(x) =x? — 2x* 

d) W(x)= -3x8 + 4x? + 7 P(x) = 8x?-6 

2. Dane sa wielomiany: W(x) = —x* — x? + 1 i P(x) =—2x?— 4, Wyznacz wielomian 

Q(x), jesli: 

a) Q(x) = W(x) - P(x) — 2P(x) b) Q(x) = [P(x) — WO] - (2x’— 3) 
c) Q(x) = [P(x)]? + x’ - WO) d) Q(x) =x: P(x) — 2W(x) 

3. Wykonaj sposobem pisemnym mnozenie wielomianu W(x) przez wielomian 

P(x), jesli: 
a) W(x) = 5x°— 2x*+ 3x + 6i P(x) =x?-6x?+x+2 

b) W(x) =-3x° + 4x4+ 3x—4 i P(x) =x?+ 2x? + 3x-1 

Hikes: 



224 5. Wielomiany 

Rownosc¢é wielomianow 

Wiesz, ze w wyniku dodawania, odejmowania oraz mnozenia wielomianow jednej 

zmiennej otrzymujemy nowy wielomian, ktory przedstawiamy w _ najprostsze} 

postaci, uporzadkowany rosnaco lub malejaco. 

Przyktad 1. 
i 

Dane wielomiany W(x) = (2x?+ 3x—1)(2x?+3x +1) oraz F(x) =x?(2x + 3)?— 1 przed- 
stawimy w najprostszej postaci i uporzadkujemy malejqco, a nastepnie porownamy 

stopnie oraz wspotczynniki tych wielomianow. 

Otrzymujemy: 

W(x) = (2x? + 3x — 1)(2x2+ 3x +1) F(x) = x?(2x + 3)?- 

W(x) = 4x4+ 6x3 + 2x24 6x34 9x24 3x—2x2—3x-1 | F(x) =x?(4x24+ 12x+9)-1 

W(x) = 4x4+ 12x3 + 9x2—1 F(x) = 4x4 + 12x3+ 9x2—1 

a4= 4, a3=12, a2=9, a, =0, ag=-1 by=4, b3=12,b2=9, b;=0,bo=—1 

Otrzymalismy wielomiany tego samego stopnia, bo st.W(x) = st.F(x) = 4. Wielo- 

miany W(x) oraz F(x) maja takze jednakowe wspotczynniki przy ye samych po- 

tegach zmiennej x: 

da= bs, d3—)3," d2— B20 011, do =e 

Przyjmujemy nastepujaca definicje. 

Definicja 1. 
Dwa wielomiany tej samej zmiennej x sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa to 

wielomiany tego samego stopnia i maja rowne wspotczynniki przy odpowiednich 

potegach zmiennej x lub sq to wielomiany zerowe. 

Zatem nie sq rowne wielomiany 

W(x) =x2-3x+1 i P(x) =x?-3x+1, 
bo maja rézny stopien (st.W(x) = 2, st.P(x) = 3); nie sa rowne wielomiany 

S(x)=]=x°+ 5x?+2 1 T(x) =x?— 5x? + 2, 

bo nie majq identycznych wspétczynnikéw przy odpowiednich potegach zmiennej 

(a2=5, b,=—5). 

Przyktad 2. 

Sprawdzimy, czy istnieje taka liczba a, dla ktorej wielomiany F(x) = (x — a)(x + 3)? 

oraz W(x) = x°+ 5x*+ 3x—8 sa réwne. 

Wykonamy najpierw dziatania zapisane we wzorze wielomianu F(x), a nastepnie 
uporzadkujemy ten wielomian malejaco: 

F(x) = (x— a)(x + 3)? = (x—a) (x? + 6x + 9) =x3 + 6x? + 9x-ax?— 6ax—9a 
F(x) = x?+ (6 -—a)x?+ (9 —6a)x—9a 
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Rozwazane wielomiany F(x) oraz W(x) sa tego samego stopnia, bowiem 
St.F(x) = st.W(x) = 3. 
Wielomiany te beda réwne tylko wtedy, gdy ich wspdétczynniki przy odpowiednich 
potegach zmiennej x beda rowne. Wspotczynnik przy x? w obu wielomianach jest 
taki sam (réwny 1), wiec poroéwnujemy pozostate wspétczynniki: 

6-a=5 i 9-6a=3 i —9a =-8 

Oe ie Al a=1 i ae 
5 

Liczba a nie moze by¢ jednoczesnie réwna 1 oraz 5: 

Nie istnieje taka liczba a, dla kt6rej wielomiany W(x) oraz F(x) bytyby réwne. 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy liczbe m, dla kt6rej wielomiany W(x) = 9x? — (m — 6)x? + 2 oraz 
F(x) = 9x3 + 7x2 + 3(m + 1)x + 2 sa réwne. 

Wielomiany W(x) oraz F(x) sq uporzadkowane malejaco, st.W(x) = st.F(x) = 3. 

Wspotczynniki przy x? w obu wielomianach sq réwne 9, a wyrazy wolne sq takie 

same i wynosza 2. Nalezy wyznaczy¢ liczbe m w taki sposéb, aby pozostate 

wspoiczynniki tych wielomiandéw przy odpowiednich potegach zmiennej x tez byty 
rowne. 

W(x) = 9x3— (m— 6)x?+ 0x+2 F(x) = 9x°+ /x?+ 3(m + 1)x+2 

Otrzymujemy uktad dwoch réwnan z niewiadomg m. 

—(m—6) =7 

e = 3(m+1) 

Rozwiazaniem pierwszego rownania jest liczba —1, drugiego — r6wniez —1. 

Wielomiany W(x) oraz F(x) sq rowne wtedy, gdy m =-1. 

Wowczas W(x) = F(x) = 9x? + 7x? + 2. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

of Sprawdz, czy wielomiany W(x) oraz F(x) sq r6wne, jesli: 

a) W(x) = (2x — 1)?(x + 3) F(x) = 4x3 + 12x2+x+3 
b) W(x) = (4x — 3) (x? + 1) (4x + 3) F(x) = 16x*+ 7x?-9 

2. Sprawdz, czy istnieje liczba a, dla kt6rej wielomiany W(x) oraz F(x) sa rowne, 

jesli: 

a) W(x) = (x?- 1)(x?- 9) F(x) =x*+ax*+a4+1 
b) W(x) = (x + a)(x + 1)? F(x) =x°-—3x-2 

3. Sprawdz, czy istnieja liczby ai b, dla kt6rych wielomiany F(x) oraz W(x) sq row- 

ne, jesli: 

a) F(x) = x*— (a—5b)x*+ 8a W(x) = x*+ (2a — b)x? + 18x?+ 16 

b) F(x) =—5x3+ (2a — 9b)x? + 9x W(x) =—5x3+ (a + b)x*+ (a—3b)x-a 
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Podzielnosé wielomianow 

Definicja 1. 
Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) rézny od wielomianu 

zerowego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian Q(x), dla kt6rego 

W(x) = Q(x) « P(x). Wowcezas wielomian Q(x) nazywamy ilorazem wielomianu 

W(x) przez P(x). Wielomian P(x) jest dzielnikiem wielomianu W(x). 

Jesli wielomian W(x) = 0, to kazdy niezerowy wielomian P(x) jest dzielnikiem wie- 

lomianu W(x), przy czym iloraz Q(x) jest wielomianem zerowym (Q(x) = 0). 

Podzielnosé wielomianow jest bardzo podobna do podzielnosci liczb catkowitych. 

Pordwnajmy: 
e Liczba 36 jest podzielna przez 9, bowiem 

36=4-9 
W dzieleniu 36: 9 liczba 9 jest dzielnikiem, a liczba 4 ilorazem liczby 36 przez 9. 

e Wielomian 

W(x) =x2-9 

jest podzielny przez wielomian 

P(x) =x + 3, 

bowiem 

W(x) = (x-— 3) - (x +3) 
W dzieleniu W(x) : P(x) wielomian 

Phojeaxa3 

jest dzielnikiem, a wielomian 

Q(x) =x-3 
jest ilorazem wielomianu W(x) przez P(x). 

UWAGA: JeSli wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), to jest r6wniez 

podzielny przez wielomian c - P(x), gdzie c jest liczba rzeczywista réznq od zera. 

Zobaczmy to na przyktadzie wielomianu W(x) = x*— 1. Wielomian mozemy zapisa¢ 
W postaci: 

W(x) = (x + 1)(x- 1), wiec jest on podzielny przez P;(x)=x+1 

W(x) = & + 5) *(2x—2), — wiec jest podzielny przez P2(x) = ax + i 
N 

il fan 
W(x) = (3x + 3) - E x - : } wiec jest podzielny przez P3(x) = 3x+3_ itd. 

Zdefiniowanie podzielnosci wielomianu W(x) przez P(x) za pomoca iloczynu wie- 
lomianu P(x) i pewnego wielomianu Q(x) jest bardzo pomocne w rozwiazywaniu 
roznych zadan. 
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Przyktad 1. 

Wielomian W(x) = 8x? + ax*— bx—3 podzielono przez wielomian P(x) = 4x2— 1. W wy- 
niku tego dzielenia otrzymano iloraz Q(x) = 2x + 3. Wyznaczymy wartosci wspot- 
czynnikow ai b. 

Wielomian W(x) podzielono przez wielomian P(x), a iloraz tego dzielenia wynosi 
Q(x), wiec 

W(x) = P(x) - Q(x), stad 

W(x) = (4x?— 1)(2x + 3), 
a po uporzadkowaniu 

W(x) = 8x3 + 12x?-— 2x-—3 
Wiemy, ze 

W(x) = 8x? + ax*— bx—3 oraz 
W(x) = 8x" + 12x7— 2x—3 

Na podstawie definicji rownosci wielomianéw otrzymujemy: a=12ib=2. 

Wartosci wspotczynnikéw wielomianu W(x) wynosza: a=12ib=2. 

Zauwaz, ze jesli wielomian niezerowy W(x) zmiennej rzeczywistej x mozemy 

przedstawic¢ w postaci iloczynu W(x) = Q(x) - P(x), gdzie P(x) i Q(x) sa wielomianami, 

to wielomian W(x) jest podzielny zaréwno przez wielomian P(x) (i w6wczas ilora- 

zem jest wielomian Q(x)), jak i przez wielomian Q(x) (i wowczas ilorazem jest wie- 

lomian P(x)). 

Ponadto z wtasnosci mnozenia wielomianow wiemy, ze st.W(x) = st.P(x) + st.Q(x). 

Ogolnie, jesli wielomian niezerowy mozemy przedstawic w postaci iloczynu kilku 

wielomianow, to stopien tego wielomianu jest suma stopni wszystkich czynnik6w 

tego mnozenia, a wielomian jest podzielny przez kazdy z tych czynnikow. 

Przyktad 2: 

Dany jest wielomian W(x) = x(x — 1)(x + 2)(x — 3). OkreSlimy stopien wielomianu 

W(x). Nastepnie podamy przyktad wielomianu stopnia drugiego i wielomianu stop- 

nia trzeciego, ktory jest dzielnikiem wielomianu W(x). 

e Wielomian W(x) jest iloczynem czterech czynnikéw 

W(x) =x- (x-1)- (x+2)- (x-3) 

kazdy czynnik jest wielomianem stopnia pierwszego, zatem 

st.W(x)=14+1+1+1=4 

e Rozpatrzmy wielomian 

P(x) =x(x-1), st.P(x) =2 

Dla wielomianu P(x) istnieje wielomian 

Q(x) = (x + 2)(x— 3), 
dla kt6rego 

W(x) = P(x) - Q(x), 
stad dzielnikiem wielomianu W(x) jest wielomian 

Pixy=x*—x 
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e Niech wielomian K(x) bedzie iloczynem trzech czynnikow: 

K(x) =x(x-1)(x+ 2), st.K(x) =3 \ 
Wielomian W(x) mozna przedstawic¢ jako 

W(x) = K(x) - (x—3), 
zatem dzielnikiem wielomianu W(x) jest wielomian 

K(x) = x3 + x2— 2x 

Wskaz inne wielomiany stopnia drugiego i stopnia trzeciego, ktére sq dzielnikami 

wielomianu W(x). 

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze tatwo znalez¢ wielomiany, przez ktore jest po- 

dzielny dany wielomian W(x) wtedy, gdy jest on zapisany w postaci iloczynu innych 

wielomianoéw. 

Wyznaczymy teraz wynik dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x), kiedy 

wielomian W(x) jest zapisany w postaci sumy jednomianow. 

Przyktad 3. 

Wielomian W(x) = 2x?— x?— 16x + 15 jest podzielny przez wielomian P(x) =x?+ 2x—3. 
Znajdziemy iloraz z dzielenia W(x) przez P(x). 

Wielomian W(x) = 2x3— x*— 16x + 15 mozemy réwniez zapisa¢ jako 

W(x) = (x2 + 2x — 3) - Q(x) 

Wielomian W(x) jest trzeciego stopnia, wiec st.Q(x) = 1. Zatem iloraz jest dwumia- 
nem liniowym 

Q(x) = mx + n, gdzie m+ 0. 

Otrzymujemy: 

W(x) = (x? + 2x — 3)(mx +n) = 

= mx? + (n+ 2m)x? + (2n—3m)x—3n 

Porédwnujemy wspotczynniki przy x? i wyrazy wolne: 

iia 

—3n=15, 

stad 

n=-5 

Pozostaje jeszcze sprawdzi¢ rownosé wspoiczynnikow przy x? i przy x. 

n+2m=-5+2-2=-1 

2n—3m=2:-(-5)-3-2=-16 

Szukanym ilorazem jest wielomian W(x) = 2x—5. 

Przyktad 4. 
Rea 

Wykazemy, ze jesli W(x) = ax’ + bx?+ cx + dia# 0, natomiast p— dowolna liczba rze- 
czywista, to wielomian P(x) = W(x) — W(p) jest podzielny przez (x — p). 
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Zatozenie: W(x) = ax3+bx?+cx+d, a¥0,peER 
Teza: P(x) = W(x) — W(p) jest podzielny przez (x — p) 

Dowédd: 

Wystarczy pokaza¢, ze istnieje taki wielomian Q(x), ze P(x) = (x—p) - Q(x). 
Mamy: 

P(x) = W(x) — W(p) = (ax? + bx? + cx + d) — (ap? + bp? + cp + d) = 
= ax? + bx? + cx + d—ap?— bp*—cp—d= 

= (ax? — ap*) + (bx? — bp?) + (cx-cp) = 

=a-(x?—p*)+b- (x’—p?) +c: (x-p)= 
=a -(x—p)(x’+ px + p?) + b> (x—p)(x+p)+c- (x—p) 

Teraz korzystamy z prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania i otrzy- 
mujemy: 

P(x) = (x—p)- [a(x? + px + p?) + b(x+p) +c] = 

= (x—p) - (ax? + apx + ap?+ bx + bp +c) = 

= (x—p) - [ax?+ (ap + b)x + ap? + bp +c] = 

= (x—p)- QQ), 
gdzie 

Q(x) = ax* + (ap + b)x + ap* + bp +c, co koficzy dowéd. 

Wykaz prawdziwos¢ powyzszego twierdzenia dla wielomianu stopnia czwartego. 

Jak sadzisz, czy twierdzenie to jest prawdziwe dla dowolnego wielomianu stopnian, 

gdzien € N,? 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Dany jest wielomian W(x) = (x? — 4) - (2x? + 5x — 3). Podaj cztery rézne wielo- 
miany stopnia pierwszego, ktére sq dzielnikami wielomianu W(x). 

2. Podaj przyktad wielomianu W(x) stopnia czwartego, ktory jest podzielny przez 

wielomian: 

a) P(x) =3x+1 b) P(x) =x*+2x+5 c) P(x) =x3—2 

3. Dany jest wielomian W(x) = (x?—8)(x*— 1)(2x?+ 1). Podaj przyktad wielomianu, 
ktéry jest dzielnikiem wielomianu W(x) i kt6rego stopien jest rowny: 

a) jeden b) dwa c) trzy 
d) cztery e) piec f) szes¢ 
g) siedem h) osiem i) dziewiec. 

4. Wielomian W(x) =—8x° + 8x*— 14x? + 6 podzielono przez wielomian 
Q(x) = 4x4— 2x” + 6. Wielomian P(x) jest wynikiem tego dzielenia. Wyznacz wie- 

lomian P(x). 

5. Wyznacz liczby ai b, dla ktorych wielomian W(x) = x*— (b— a)x?— (a + b)x? + 2x 

mozna zapisa¢ w postaci W(x) = P(x) - Q(x), gdzie P(x) =x’— 3x + 1i Q(x) = x?+2x, 
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Dzielenie wielomianow. Dzielenie wielomianow 

z reszta 

W poprzednim temacie, w przyktadzie 3. poznates metode znajdowania wyniku 

dzielenia wielomianu W(x) przez P(x) bez wykonywania dzielenia, jesli wiadomo 

byto, ze wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x). W ramach tego te- 

matu nauczymy sie dzieli¢é wielomiany; czasem bedzie to dzielenie z reszta. 

Sposob, w jaki dzielimy wielomiany, jest podobny do dzielenia liczb catkowitych, 

wykonywanego pisemnie. Dlatego przypomnij sobie dzielenie pisemne, dzielac 

4352 przez 17. 

Przyktad 1. 

Podzielimy wielomian W(x) =—x + 2x?— 51 przez wielomian P(x) =—3 + x. 

Przed wykonaniem dzielenia wielomiany W(x) i P(x) nalezy (koniecznie!) 

uporzadkowaé malejaco: W(x) = 2x?-— x— 51, P(x) =x-3. 

przebieg dzielenia wielomianoéw opis czynnosci 

Zapisujemy dzielenie W(x) : P(x) 

tak, jakbySmy wykonywali dziele- 

nie pisemne na sumach jednomia- 

now; stawiamy kreske, nad ktora 

e Pierwszy (od lewej) wyraz dzielnej (wie- 

lomianu W(x)) dzielimy przez pierwszy 

wyraz dzielnika 2x° : x = 2x*; otrzymany | 

jednomian 2x* zapisujemy nad kreska; 

napiszemy wynik dzielenia. nastepnie mnozymy go przez dzielnik 

(x — 3) i mamy 2x? - (x — 3) = 2x? — 6x’; 
Dee + 6x+17 otrzymany wielomian podpisujemy pod 

(2x —~x-—51):(x-3) dzielna i odejmujemy go od niej, np. po- 

2X Ox" przez dodanie wielomianu —2x? + 6x’; 

=SOX Geax 51 otrzymujemy pierwsza reszte z dzielenia: 

—6x* + 18x F(x) =6x2=— x= 545 
= 27x51 e Powtarzamy procedure z poprzedniego 

=17x% 4-51 punktu, ale teraz dzielng staje sie wielo- 

= 6 mian F(x). Zatem pierwszy wyraz 6x? dzie- 

limy przez pierwszy wyraz dzielnika x 

i otrzymujemy 6x? : x = 6x, jednomian 6x 

zapisujemy nad kreska; potem mnozymy go 

przez dzielnik 6x - (x — 3) = 6x*— 18x; otrzy- 

many wielomian podpisujemy pod dzielna 

F(x) z przeciwnymi znakami i dodajemy; 

otrzymujemy druga reszte z dzielenia: 

G(x) =17x — 51. 

e Teraz dzielna staje sie wielomian G(x). 

Pierwszy wyraz 17x dzielimy przez x 

i otrzymujemy liczbe 17, ktora zapisujemy 

nad kreska; potem mnozymy ja przez 
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Dzielenie wielomianéw. Dzielenie wielomianéw z reszta 

dzielnik. Otrzymany wielomian 17x — 51 

podpisujemy pod dzielna G(x) z przeciw- 

nymi znakami i dodajemy. Otrzymujemy 
trzecia reszte rowng 0. Dzielenie zostato 

zakonczone. 

W wyniku podzielenia wielomianu W(x) = 2x3— x— 51 przez wielomian P(x) = x— 3 

otrzymalismy wielomian Q(x) = 2x*+ 6x + 17 oraz reszte R(x) = 0. Wielomian W(x) 

jest podzielny przez wielomian P(x), czyli P(x) jest dzielnikiem wielomianu W(x). 
Mozemy zapisac: 

(2x3 — x—51) : (x-3) =2x?+6x+17 albo 
2x3—x—51=(2x?+ 6x+17) - (x-3) 

Sprawdzmy poprawnos¢ dzielenia: 

P(x) - Q(x) = (x3) (2x? + 6x + 17) = 2x3 + 6x?+ 17x — 6x?—18x—51 =2x3-x—-51= W(x) 

Nie zawsze dzielenie wielomianu przez inny wielomian jest wykonalne w zbiorze 

wielomianow. To znaczy nie kazdy wielomian nizszego stopnia jest dzielnikiem 
wielomianu wyzszego stopnia. 

Podobnie nie zawsze wynik dzielenia liczb catkowitych jest liczba catkowita. Na- 

tomiast w zbiorze liczb catkowitych mozna wykona¢ zawsze dzielenie z reszta, np.: 

46:14=3r.4,co znaczy, ze46=3-14+4 

2:6=0r. 2, co znaczy, ze2=0-6+2 

Poszukajmy analogii do tej sytuacji, wykonujac dzielenia wielomianow z reszta. 

Przyktad Z: 

Podzielimy: 

a) wielomian W(x) = 5x? + 2x?— 3x + 7 przez wielomian P(x) = x?- 4 
b) wielomian W(x) =—4x? + 5x + 2 przez wielomian P(x) = 2x? — 3x. 

Ad a) Stopien wielomianu W(x) jest wiekszy niz stopien wielomianu P(x). 
Stosujac odpowiedni algorytm dzielenia, do- 

26 chodzimy do sytuacji, w ktérej stopien ko- 

(5x? + 2x? —3x +7): (x’-4) lejnej dzielnej (17x + 15) jest mniejszy niz 
5x? + 20x stopien dzielnika (x’-4). Dalsze dzielenie 

ee 2k 17x +7 jest niemozliwe w zbiorze wielomianow. 

2x? +8 Wielomian R(x) = 17x + 15 jest reszta z dzie- 

=  17x+15 < reszta lenia wielomianu W(x) przez P(x). 

W wyniku dzielenia wielomianu W(x) = 5x? + 2x*— 3x +7 przez wielomian P(x) =x°—4 

otrzymalismy iloraz Q(x) = 5x + 2 oraz reszte R(x) = 17x + 15. 

Wykonajmy sprawdzenie poprawnosci dzielenia: 

P(x) - Q(x) + R(x) = (x?—4) - (5x + 2) + (17x +15) = 5x34 2x?—20x—-84+17x+15 

P(x) - Q(x) + R(x) = 5x3 + 2x? - 3x + 7 = W(x) 

Zo 
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Ad b) Stopnie wielomianéw W(x) i P(x) sq takie same. 
W wyniku dzielenia wielomianu 

hone InEe ws W(x) =—4x? + 5x + 2 przez wielomian 

(4x9 + 5x +2) : (2x? - 3x) P(x) = 2x?— 3x otrzymalismy wielomian 

WIP Oe Ts Q(x) =—2 oraz reszte R(x) =—x + 2. Mozemy 
= Xo 2 beszia zapisac: 

W(x) = (2x3 — 3x) - (-2) + (-x + 2) 
Sprawdz poprawnoéé dzielenia, wykonujac odpowiednie dziatania. 

Dzielenie z reszta wielomianu W(x) przez wielomian P(x) mozemy réwniez wyko- 

na¢, jesli st.W(x) < st.P(x). 

Przyktad 3. 

Podzielimy wielomian W(x) = x* + x przez wielomian P(x) = x° + 2x—7. 

Dzielac wielomian W(x) przez wielomian P(x), otrzymamy wielomian Q(x) = 0 ireszte 

R(x) = x* + x, bowiem: 

Q(x) - P(x) + R(x) = 0: (x2 + 2x—7) + x*4+x=x74+x= W(x) 

W tym przypadku reszta z dzielenia jest rowna dzielnej. 

Podsumujmy nasze spostrzezenia. 

Na wielomianach mozemy wykonywa€é dzielenie z reszta. Wowczas: 

e Jesli podzielimy niezerowy wielomian W(x) przez niezerowy wielomian P(x), dla 

ktérego st.W(x) > st.P(x), to otrzymamy iloraz Q(x) rézny od wielomianu zero- 
wego i reszte R(x), przy czym st.R(x) < st.P(x) lub R(x) = 0. 

e Jesli podzielimy niezerowy wielomian W(x) przez niezerowy wielomian P(x), dla 

kt6rego st.W(x) < st.P(x), to otrzymamy iloraz Q(x) bedacy wielomianem zero- 
wym oraz reszte R(x), rowng wielomianowi W(x). 

Mozna udowodni¢ twierdzenie 1. 

Twierdzenie 1. (0 rozktadzie wielomianu) 

: JeSli W(x) oraz P(x) sq wielomianami i P(x) nie jest wielomianem zerowym, to ist- | 

nieja dwa wielomiany Q(x) oraz R(x), dla ktérych W(x) = P(x) - Q(x) + R(x), gdzie | / 

Oe 0 lub st.R(x) < st.P(x). 

Zauwaz, ze twierdzenie to jest analogiczne do twierdzenia o dzieleniu z reszta liczb 
catkowitych. 

Z ostatniego twierdzenia wynika nastepujace twierdzenie: 

_Twierdzenie 2. (0 reszcie) 
| Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian (x — a) jest rowna W(a). 
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Dzielenie wielomianéw. Dzielenie wielomianéw z resztq 

Dow6od: 

Na podstawie twierdzenia 0 rozktadzie wielomiané6w wiemy, ze wielomian W(x) 
mozna przedstawic¢ w postaci 

W(x) = (x—a) - Q(x) + R(X), gdzie 

R(x) = 0 lub st.R(x) < st.(x— a) 

Poniewaz stopien wielomianu (x— a) jest rowny 1, wiec stopien reszty jest mniejszy 

od 1, zatem reszta jest stata. Oznaczamy R(x) =r, gdzie r-— stata. 
Mamy: 

W(x) = (x—a) - Q(x) +r 
Obliczamy wartos¢ wielomianu W(x) dla liczby a: 

W(a) = (a—a) - Q(a)+r=0- Q(a)+re=r, 

czyli 

W(a)=r 

Udowodnilismy, ze reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian (x — a) wy- 
nosi W(a). 

Twierdzenie o reszcie upraszcza nam w niektorych sytuacjach obliczenia. 

Przyktad 4. 

Obliczymy reszte z dzielenia wielomianu W(x) =x?— 3x*+ 5x +6 przez dwumian (x—2). 

I spos6b II sposéb 
Wykonujemy dzielenie wielomianu Korzystamy z twierdzenia 0 reszcie. 

W(x) przez dwumian x — 2, zeby 

otrzymac iloraz i reszte. 

W(2) = 23-3-27+5-2+6= 
set 
ee =8-12+10+6=12 
(x3 — 3x2 + 5x+ 6): (x-2) 
ae Oe ee 

= -X'+5x+6 Reszta z dzielenia jest rowna 12. 
x? — 2x 
= ~3x+6 

—3x+6 

= 12 

Reszta z dzielenia jest rowna 12. 

Przyktad ef 

Wyznaczymy wszystkie rzeczywiste wartosci parametru k, dla ktorych reszta 

z dzielenia wielomianu W(x) = k2x*°+ 6x*°+ 3k przez dwumian x + 1 jest wieksza od 4. 

Korzystajac z twierdzenia o reszcie, obliczamy reszte z dzielenia wielomianu W(x) 

przez dwumian x + 1: 

W(-1) =k? - (-1)*°+ 6 - (-1)7°+ 3k=k? + 3k+6 

233 
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Teraz nalezy wyznaczyé¢ te wartosci parametru k, dla ktorych reszta k’ + 3k + 6 jest 

wieksza od 4. Stad \ 

2+ 3k+6>4 = k*+3k4+2>0 © (k+1)(K+2)>00 

© ke (-«,-2) U (-1, +x) 

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 1 jest wieksza od 4 wtedy, 

gdy k € (-0, -2) U (-1, +0). 

Przyktad 6. 

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian (x — 3) jest rowna 8, zas reszta 

z dzielenia tego wielomianu przez dwumian (x + 1) wynosi 4. Obliczymy reszte 

z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian (x + 1)(x— 3). 

W tej sytuacji nie znamy wzoru wielomianu W(x), wiec nie mozemy wykona€c dzie- 

lenia W(x) przez (x + 1)(x — 3). Pozostaje spos6b wykorzystujacy twierdzenie 

o rozktadzie wielomianu i twierdzenie 0 reszcie. 

Na podstawie pierwszego twierdzenia wiemy, ze istnieja wielomiany Q(x) i R(x), dla 

ktorych 

W(x) = Q(x) - (x + 1)(x-— 3) + R(x), gdzie 

st.R(x) < 2 lub R(x) =0. 

Reszta jest wielomianem stopnia co najwyzej pierwszego lub jest wielomianem ze- 

rowym, wiec ma postaé 

R(x) =ax+b, gdziea,be R. 

Mamy wiec: 

W(x) = Q(x) - (x + 1)(X- 3) +.ax+b, gdziea,be R. 

Ponadto, reszty z dzielenia W(x) przez dwumiany (x + 1) oraz (x — 3) sa odpo- 

wiednio réwne 4 oraz 8, wiec na podstawie twierdzenia 0 reszcie otrzymujemy: 

W(-1)=4 

ite = 9) 

gdzie 

W(x) = Q(x) - (X + 1)(x-3) +.ax+b 

Obliczamy wartosci wielomianu W(x) dla argumentéw (—1) oraz 3 i otrzymujemy 
nastepujacy uktad: 

0 

W(-1) = Q(-1)-(-1+1)-(-1-3)-a+b=4 

W (3) = Q(3)- (3 +1) -(8-—3)+3a+b=8, 

0 

zatem 

—a+b=4 

3a+b=8, stad 

6h Al 

bess 
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Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian (x + 1)(x — 3) jest wielo- 
mianem R(x) =x+5. 

Czasami, aby rozwiaza¢ zadanie, mozemy wykonaé¢ dzielenie wielomianow z para- 
metrem. 

Przyktad r 

Wyznaczymy wartosci wspotczynnikéw ai b tak, aby wielomian 
W(x) = x*— 3x3 + 8x? + ax + b byt podzielny przez wielomian P(x) = x2—x +5. 

Wykonamy dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x). 

x2—2x+1 

(x? = 332 + 8x? + Oxe a(x x45) 
x + Xo — 5x" 

= 2x Bx ax 

2x3 — 2x? + 10x 

= x?+(a+10)x+b 
=x? + 5 

= (a+11)x+b—-5 

Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), to znaczy, ze 

R(x) = (a+11)-x+b-—5 jest wielomianem zerowym. Zatem 

a+11=0 

1 =0, 

czyli 

a=—it i= 
Szukane wspotczynniki wielomianu W(x) wynoszaa=—11, b=5. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x), jeSli: 

a) W(x) =—2x3— 7x*+16x+5, P(x)=x+5 
b) W(x) =x*+ 6x3+x?—6x—2, P(x) =x?+6x+2 

2. Wykonaj dzielenie z reszta wielomianu W(x) przez wielomian P(x), jesli: 

a) W(x) = 2x3 + 7x*-14x+9, P(x)=x+5 
b) W(x) =-6x° + 22x34 6x, P(x) =3x?-5 

3. Wyznacz liczbe a, dla ktorej reszta z dzielenia wielomianu 

W(x) = 2x4— 6x* + ax + 1 przez dwumian x + 1 jest rowna —6. 

4. Wyznacz wartosci wspotczynnikéw ai b wielomianu W(x) =x*— 2x? + ax?— 2x + b 
tak, aby byt on podzielny przez wielomian P(x) = x*— 2x + 5. 
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Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy 
Za pomoca schematu Hornera 

William G. Horner, matematyk angielski, zyt na przetomie XVIII i XIX w.; zajmowat 

sie algebra. Algorytm nazywany dzis schematem Hornera, znany byt Chificzykom 

piecset lat wczeSniej. 

Schemat Hornera dla wielomianu 

W(X) = Gy X"+ Gy g  X™ 44+ Ang - X24. +2 * X72 +0, °X+ Ao, gdzie a, 4 0,idwumianu 
(x — b), rozpoczynamy od utozenia tabelki w nastepujacy sposob: 

vspotczynniki ilorazu reszta z dzielenia 

Sposob uzupeiniania wolnych miejsc tabel zaprezentujemy na przyktadzie dziele- 

nia wielomianu W(x) = 3x* + 2x?+ 7x +1 przez dwumian (x + 1). 

Zgodnie ze wzorem budujemy tabelke 

(zwroé uwage, ze w miejsce b wpisujemy 

1, gdyz x+ 1=x-(-1)). 

Mnozymy b- an (u nas: (-1)- 3) 

i otrzymany iloczyn zapisujemy 

w kolumnie | w drugim wierszu. 

Dodajemy liczby w I kolumnie (2 + (-3)) 

i sume (—1) zapisujemy w trzecim wierszu 

kolumny I. 

Liczbe (—1) mnozymy przez liczbe wpisana 

w trzecim wierszu kolumny I ((-1) - (-1)) 
i otrzymany iloczyn (1) zapisujemy w 

heer wierszu kolumny II. 
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Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy za pomoca schematu Hornera 

Dodajemy liczby w II kolumnie (0 + 1) 

i sume (1) zapisujemy w trzecim wierszu 

kolumny II. 

Dalej postepujemy podobnie, az 

otrzymamy uzupetniong tabelke. 

W wyniku dzielenia wielomianu W(x) = 3x* + 2x? + 7x + 1 przez dwumian (x + 1) 
otrzymujemy iloraz Q(x) = 3x?— x*+x+6ireszte R(x) =—5. 
Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez dwumian (x + 1) sposobem pisemnym. 

Czy dostrzegasz analogie miedzy dzieleniem sposobem pisemnym a dzieleniem za 
pomocg schematu Hornera? 

Przyktad 1. 

Wykonajmy dzielenie wielomianu W(x) = x? — 2x? + 4x — 8 przez dwumian (x — 2), 
postugujac sie schematem Hornera. 

W wyniku dzielenia wielomianu W(x) = x?— 2x? + 4x — 8 przez dwumian (x — 2) 
otrzymujemy iloraz Q(x) = x?+ 4 i reszte R(x) = 0. Zatem dwumian (x — 2) jest dziel- 

nikiem wielomianu W(x). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Stosujac schemat Hornera, wykonaj dzielenie wielomianu przez podany obok 

dwumian: 

a) W(x) = 2x*— 3x3+5x?+9x-1 P(x)=x+1 
b) W(x) =-3x*+ 2x?+ 40 P(x) =x-2 

c) W(x) =-5x3+ 4x*+ 6x—7 P(x) =x+2 

d) W(x) =—-x5+ 2x3+ 4x +6 P(x) =x-1 
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Pierwiastek wielomianu 
\ 

Wiesz, ze mozemy obliczyé wartosé wielomianu dla dowolnej liczby rzeczywistej. 

W szczeg6lnosci wartosé wielomianu dla pewnej liczby rzeczywiste] moze rownac 

sie zeru. M6wimy wtedy, ze liczba ta jest pierwiastkiem wielomianu. 

Definicja 1. 
Pierwiastkiem wielomianu W(x) nazywamy liczbe rzeczywistq a, dla ktorej 

W(a) = 0. 

Przyktad fe 

Rozwazmy wielomian W(x) = 2x* + x3— 5x? — 2x + 2. Sprawdzimy, czy kt6ras z liczb 

nalezacych do zbioru f=1, dynes 3} jest pierwiastkiem tego wielomianu. 

Obliczamy: 

W(-1) =2- (-1)*+ (-1)?-5 - (-1)?-2- (1) +2=2-1-54+2+2=6-6=0 

W(1)=2- 144+ 13-5 -12-2-14+2=24+1-5-2+2=-2 

WOi2) = 212) 202) 5/2) 22 2 6 = 10 

W(3) =2 - 34+ 33-5 -3?-2-34+2=162+27—-45-6+2=140 

Liczby —1 iJ2 sq pierwiastkami danego wielomianu. 

Wielomian stopnia zerowego nie ma pierwiastkow. W przypadku wielomianu ze- 

rowego kazda liczba rzeczywista jest jego pierwiastkiem. 

Teraz zajmiemy sie pierwiastkami wielomianow stopnia wiekszego od 2. Wyzna- 

czymy najpierw pierwiastki wielomianu w przypadku, gdy jest on zapisany 

w postaci iloczynu wielomianow stopnia co najwyzej drugiego. 

Przyktad 2. 
ee 

Wyznaczymy pierwiastki wielomianu W(x) = x(2x — 4)(x + 3)(x?+x—2)(x?+5). 

Wielomian W(x) jest zapisany w postaci iloczynu wielomianow pierwszego i dru- 

giego stopnia. Wartos¢ wielomian W(x) jest rowna zeru tylko wtedy, gdy co naj- 
mniej jeden z tych czynnikow jest rowny zeru, zatem: 

xX=0 Vv 2x=4=0 vv x30 Vv xs = 20 V x*+5=0 

CSUR. ee Vo xX=-3 VOX S22 V X= 1 (rownanie sprzeczne) 

Wielomian ma wartos¢ zero dla liczb: 2, —3, 0, —2, 1. 

Wielomian W(x) ma pie¢ pierwiastkéw: —3, —2, 0, 1, 2. 

Zastanowny sie, ile pierwiastk6w moze mie¢ wielomian stopnia n, gdzie n € N,. 
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Wielomian stopnia pierwszego ma jeden pierwiastek. Wielomian stopnia drugiego 

ma dwa pierwiastki albo jeden pierwiastek, albo w ogoéle nie ma pierwiastkéw. 

Ogolnie, jesli wielomian stopnia n ma chociaz jeden pierwiastek, to mozna go 

przedstawi¢ jako iloczyn pewnego dwumianu pierwszego stopnia i wielomianu 

stopnia (n— 1). Z drugiej strony, wielomian stopnia n moze mie¢ co najwyzej n czyn- 

nikow, ktére sq dwumianami stopnia pierwszego. Zatem liczba pierwiastkéw wie- 

lomianu jest ograniczona przez jego stopien. O tym informuje nas twierdzenie 1. 

Twierdzenie 1. 
Liczba pierwiastkéw niezerowego wielomianu W(x) jednej zmiennej rzeczywistej 

jest nie wieksza niz stopien wielomianu W(x). 

Latwo sprawdzic¢, czy dana liczba jest pierwiastkiem wielomianu (przyktad 1.), oraz 

wyznaczyc pierwiastki wielomianu, jesli jest on zapisany w postaci czynnikow, co 

najwyzej stopnia drugiego (przyktad 2.). Trudniej jest znalezé pierwiastki wielo- 

mianu danego w postaci 

W(x) = @,X" + Ap 4X" 1+ ...+ 4X + do, gdzie a, # 0. 

W niektorych sytuacjach pomocne okazuje sie ponizsze twierdzenie. 

Twierdzenie 2. (0 wymiernych pierwiastkach wielomianu 0 wspétczynni- 

kach catkowitych) 

Jezeli wielomian W(x) =a,,- xX" + Gy. -X" 1+, 2-X" 74+ ...+2°X? +4, °X+Ap, a, 40 
i dg + 0, o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny, ktory mozna 

zapisac w postaci utamka nieskracalnego, to licznik tego utamka jest dzielnikiem 

wyrazu wolnego dp, natomiast mianownik — dzielnikiem wspotczynnika a, przy 

najwyzszej potedze zmiennej. 

Zatozenie: W(x) = Qn =X" + Gy X" 14 Gy 9X"? + +g X? +0, °X+ Ao, A, #0 

fay 0-06,01,-.0, 6 C 

liczba if gdzie p, q € C,q # 0 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) 
q 

NWD(p, q)=1 

Teza: pPlao i qian 

Dow6od: 

Z zatozenia, ze we) = 0 otrzymujemy: 
q 
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Mnozymy obie strony rownosci przez q” i otrzymujemy: 

() an: p'+a,4-p™*-q+..+02-p?-qr*+a,-p-* +a)-q"=0 
Gy Deh dn Pp Geto pq typ) = God. 

D+ (Gq -P 2+ Gna: p™? + q+ n+ 2-p-q"?+a,-q"") =—ao- 7" 
Liczba w nawiasie jest liczba catkowita jako suma iloczynéw liczb catkowitych, 

wiec lewa strona réwnoéci jest podzielna przez p. Zatem prawa strona rownosci tez 

jest podzielna przez p, czyli iloczyn —ay - q” jest podzielny przez p. Poniewaz 

NWD(p, q) = 1, wiec NWD(p, q") =1, a to znaczy, ze p i q” nie maja wspOlnych dziel- 

nik6éw, czyli p { q”. Zatem p jest dzielnikiem czynnika dp. 

Wrocémy do rownosci (*). Przeksztatcajac ja, otrzymujemy: 

dn: P= q+ (Gn1-p™*+...+a2-p*- gq? +ay-p-q*? +a q”*). 
Rozumujac podobnie, dochodzimy do wniosku, ze q jest dzielnikiem a,. 

Z twierdzenia 2. wynikajg nastepujgce wnioski. 

Wniosek 1.: Jezeli wielomian W(x) =a, -X" + Gp -X" 1+ Gy 2° X™* +. +2 X?+A,°X4Ag, 

a, 0 i ag # 0, o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek catkowity, to jest on 

dzielnikiem wyrazu wolnego ap. 

Wniosek 2.: Jesli wielomian W(x) = x" + a,4x"1+ ... + a4X + do, gdzie ap ¥ 0, 

o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny, to jest on liczbq catko- 

wita bedacqg dzielnikiem wyrazu wolnego ap. 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy (0 ile istnieja) wymierne pierwiastki wielomianu: 

W(x) = 2x? — 5x?- 4x + 3. 

Wielomian W(x) = 2x3 — 5x* — 4x + 3 ma wszystkie wspétczynniki catkowite, wiec 
speinia zatozenie twierdzenia 2. 

p|3, wiec p € {-1,1,-3,3} oraz q|2,wiecq é€ {-1, 1, —2, 2}, zatem 

Pe gece Pla eee iene See 
q Me Ye Bie 

Jesli wielomian W(x) ma pierwiastki wymierne, to znajduja sie one w zbiorze 

Sprawdzmy. 

wi)#0 W(-1)=0 w(5)=9 w(-3}+0 W(3)=0 

Dalej juz nie musimy szuka¢ pierwiastkow tego wielomianu. Wielomian jest stopnia 
trzeciego, wiec ma Co najwyzej trzy pierwiastki. Okazato sie, ze jego pierwiastkami 

sq liczby: —1, ; oraz 3. 

Wszystkie pierwiastki wielomianu W(x) = 2x? — 5x*— 4x + 3 sa wymierne. 



Pierwiastek wielomianu 

Prayktad 4. 
Wyznaczymy (0 ile istnieja) wymierne pierwiastki wielomianu W(x) = le ax i 

Nie wszystkie wspotczynniki wielomianu W(x) = ae =e + 1 sa liczbami catkowi- 

tymi, wiec nie mozemy zastosowa¢ twierdzenia 2. Zauwazmy, ze wielomian W(x) 
mozemy zapisa¢ w postaci 

W(x) = 5 io =: 2), czyli W(x) = : 3 Q(x), gdzie Q(x) Se Ke 

Jesli wielomian Q(x) ma pierwiastki wymierne, to sq one takze pierwiastkami wie- 

lomianu W(x) (dlaczego?). Wszystkie wspotczynniki wielomianu Q(x) =x>— x?+2 sa 

liczbami catkowitymi i wspdétczynnik przy x° jest rowny 1, zatem jesli wielomian 

Q(x) ma pierwiastki wymierne, to sq one liczbami catkowitymi i znajduja sie wSréd 

dzielnikéw wyrazu 2. Zatem pierwiastkow wielomianu szukamy wsr6d liczb: —1, 1, 
—2 oraz 2. Otrzymujemy: 

Q-1)=0 Qt1)¥0 = QL-2)¥#0_— Q(2) #0 
ih 

Liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu Q(x). Zatem wielomian W(x) = oe 2s 241 

ma jeden pierwiastek wymierny — jest to liczba —1. 

Zauwazmy, ze st.W(x) =5. Mozna wiec wnioskowaé, ze wielomian W(x) ma jeszcze 

inne pierwiastki, ktore sq liczbami niewymiernymi, albo liczba —1 jest jedynym jego 

pierwiastkiem. 

Na koniec pokazemy jeszcze jedno zastosowanie twierdzenia 0 wymiernych pier- 

wiastkach wielomianu o wspotczynnikach catkowitych. 

Przyktad 5. 
ES 

Udowodnimy, ze liczba 4/5 jest niewymierna. 

Zauwazmy, ze liczba 4/5 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) =x?—5, bo 

w(¥/5) = (/5)°-5=0 
Na podstawie wniosku 2. wiemy, ze jesli wielomian W(x) = x?— 5 ma pierwiastki wy- 

mierne, to naleza do zbioru {—1, 1, —5, 5}. Liczba als jest pierwiastkiem wielomianu 

W(x) i nie nalezy do zbioru {-1, 1, —5, 5}, wiec nie jest liczba wymierng. Zatem 4/5 

jest liczba niewymierngd. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Ktora z liczb: A/S. ete, iz, V5 jest pierwiastkiem wielomianu 

W(x) = x4— x3 — 7x2 + 5x + 10? 

2. Wyznacz (0 ile istniejq) wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W(x), jesli: 

a) W(x) = x*— 6x? + 8x-3 b) W(x) = 2x3— x*+ 2x-1 

c) W(x) = re Lox 1 d) W(x) = atone : 
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Twierdzenie Bezouta 

O tréjmianie kwadratowym wiemy juz, ze jesli ma on pierwiastki, to mozna go 

przedstawié w postaci iloczynowej. Zastanowimy sie teraz, czy istnieje podobny 

zwiazek miedzy pierwiastkami wielomianu a zapisem tego wielomianu w postaci 

iloczynowej w przypadku, gdy stopien wielomianu jest wiekszy od 2. 

W tym celu rozwazmy wielomian stopnia trzeciego 

W(x) =x?+ 2x-3 

Zauwaz, ze jesli x = 1, to wielomian ma wartoS¢ 0: 

W(1) =13+2-1-3=0 

Liczba 1 jest zatem pierwiastkiem wielomianu W(x). 

Teraz wykonajmy dzielenie wielomianu W(x) przez dwumian (x — 1): 

Pens tees ae 
342x—3):(x-1 

Le a = J Rpt) Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian (x- 1) 

Se hoy 3 i mozna go zapisa¢ w postaci iloczynu = POY= Aen 

man ah W(x) = (x- 1) - (x?4+x+ 3). 

= 3x-3 

OX 

= 0 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. (Bezouta) 
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian 

W(x) jest podzielny przez dwumian (x — a). 

Twierdzenie Bezouta ma posta¢ rownowaznosci, a wiec sktada sie z dwoch twier- 
dzen: 

I. Jesli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to wielomian W(x) jest po- 
dzielny przez dwumian (x — a). 

II. Jesli wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian (x — a), to liczba a jest pier- 
wiastkiem wielomianu W(x). 

Dowod twierdzenia Bezouta polega na wykazaniu prawdziwosci obu twierdzen, 
czyli sktada sie z dwoch czeSci. 
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Czes¢ I. 

Zatozenie: W(a) = 0, gdzie W(x) jest danym wielomianem 
Teza: (x—a) | W(x) 

Dowod: 

Z twierdzenia 0 rozktadzie wielomianu wiemy, ze dla wielomianéw W(x) oraz (x—a) 
istnieja takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), dla ktorych 

W(x) = W(x) - (x- a) + R(x), gdzie R(x)=0 lub st.R(x) < st.(x—a). 

Poniewaz st.(x— a) = 1, wiec reszta jest stata; oznaczymy ja przez r. 

W(x) = Q(x) - (x-a)+r 

Obliczamy wartos¢é wielomianu W(x) dla liczby a 

W(a) = Q(a)-(a-—a)+r=r 

Z zatozenia wiemy, ze W(a) = 0 (bo a jest pierwiastkiem wielomianu W(x)), zatem 

r=0.W takim razie 

W(x) = Q(x) - (x—a), 
czyli wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian (x — a). 

Czesc Il. 

Zatozenie: (x—a) | W(x), gdzie W(x) jest danym wielomianem 

Teza: W(a)=0 

Dowéod: 
Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian (x— a), wiec istnieje wielomian Q(x), 

dla kt6rego 

W(x) = Q(X) - (x—-a) 
Obliczamy wartos¢ wielomianu W(x) dla liczby a. Otrzymujemy: 

W(a) = Q(a) - (a—a)=Q(a) -0=0 
Otrzymalismy W(a) = 0, czyli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x). 

UWAGA: Z twierdzenia Bezouta wynika, ze istnienie pierwiastka a danego wielo- 

mian jest rownoznaczne z podzielnosciqg tego wielomianu przez dwumian (x — a). 

Zatem, jesli liczba a nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to wielomian W(x) nie 

jest podzielny przez dwumian (x — a). Podobnie, jesli wielomian W(x) nie jest po- 

dzielny przez dwumian (x —a), to liczba a nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x). 

Twierdzenie Bezouta jest waznym twierdzeniem matematycznym. Ma wiele zasto- 

sowan w badaniu wtasnoSci wielomianow. Niektore z nich oméwimy w ponizszych 

przyktadach. 
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Przyktad iL 

Nie wykonujac dzielenia, zbadamy, czy wielomian W(x) =x? + 3x— 14 jest podzielny 

przez dwumiany: (x — 2) oraz (x + 1). 

Wystarczy obliczy¢ W(2) oraz W(-1): 

W(2) =2?+3-2-14=0 

W(-1) = (-1)?+3 - (1) -14=-18 

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x), wiec wielomian W(x) jest podzielny 

przez dwumian (x — 2). Liczba —-1 nie jest pierwiastkiem wielomianu W(x), zatem 

wielomian W(x) nie jest podzielny przez dwumian (x + 1). 

Przyktad Ls 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla kt6érych wielomian 

W(x) = 3x3 + (m—4)x?-5x+2m+3 

jest podzielny przez dwumian (x + 3). 

Na podstawie twierdzenia Bezouta wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian 

(x + 3) tylko wtedy, gdy W(—3) = 0. Obliczamy wartosé wielomianu W(x) dla liczby —3. 

Otrzymujemy: 

W(-3) =3 - (-3)?+ (m- 4) - (-3)?-5- (3) + 2m+3=11m-99 

W(-3) = 0, stad 

11m-—99=0 

n—9 

Wielomian W(x) = 3x3+ (m—4)x?—5x+ 2m + 3 jest podzielny przez dwumian (x +3) 

tylko wtedy, gdy m= 9. 

Przykta d 3 ; 

Wyznaczymy wszystkie pierwiastki wielomianu W(x) =—3x* + 4x? + 6x?— 3x —2. 

Wielomian W(x) ma co najwyzej cztery pierwiastki, bo st.W(x) = 4. Pierwiastki te 

(0 ile istniejg) moga byé liczbami wymiernymi, jak tez liczbami niewymiernymi. 

Wszystkie wspoiczynniki wielomianu W(x) sq liczbami catkowitymi, wiec na pod- 

stawie twierdzenia 0 wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspétczynnikach 

catkowitych sprawdzimy, czy dany wielomian ma pierwiastki wymierne. 

Pierwiastk6w wymiernych szukamy wsrdd liczb ze zbioru 

at I Baad A Ate 

Obliczamy: 

W(-1) =-3 - (-1)*+4- (-1)?+6-(-1)?-3-(-1)-2=-3-44+6+3-2=0 

Okazato sie, ze liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu. Zatem na mocy twierdze- 
nia Bezouta wielomian 

W(x) =—3x4 + 4x? + 6x? — 3x — 2 jest podzielny przez dwumian (x + 1). 
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W wyniku podzielenia wiélomianu W(x) przez dwumian (x + 1) otrzymamy wie- 
lomian 

Q(x) =-3x3+ 7x?-x-—2 (sprawdz!), 

zatem 

W(x) = (x +1) - (3x3 + 7x? x- 2) 
Rozwazamy wielomian 

Q(x) =-3x3 + 7x*-x-2 

Jesli ma on pierwiastki wymierne, to znajduja sie one w zbiorze 

{41 22 —— =; af 2. Sprawdzmy: 

Q(-1) #0 Q(1) #0 Q(-2) #0 Q(2) =0 
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu Q(x) =—3x? + 7x*—x— 2, wiec na mocy twier- 
dzenia Bezouta wielomian Q(x) jest podzielny przez dwumian (x — 2). Po podzie- 
leniu wielomianu Q(x) przez (x — 2) otrzymujemy wielomian 

F(x) =-3x?+.x+ 1 (sprawdz!) 

Stad 

Q(x) = (x — 2)(-3x?+x+1), 

wiec 

W(x) = (x + 1)(x- 2) - (-3x?+x+1) 

Teraz wystarczy znalez¢ pierwiastki wielomianu 

F(x) =-3x?+x+1, 

ktory jest tréjmianem kwadratowym. Otrzymujemy: 

Ao 

1+ 13 1- J13 
X1= ay x 

ee a3 
eee) 

Wielomian W(x) =—3x* + 4x3 + 6x?— 3x—2 ma cztery pierwiastki: —1, 2, z 

(13 
6 

Przyktad 4. 

Obliczymy wartosci wspétczynnikéw wielomianu W(x) = 2x3+ ax*+ bx + 6, wiedzac, 

ze wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = (x — 2)(2x + 1). Wyzna- 

czymy wszystkie pierwiastki wielomianu W(x). 

J 

I sposob — skorzystamy z twierdzenia Bezouta. 

Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = (x — 2)(2x + 1), czyli 

P(x) = 2(x— 2)(x + 0,5), wiec jest podzielny przez kazdy z dwumianow (x — 2) oraz 

(x + 0,5). Zatem na mocy twierdzenia Bezouta liczby 2 oraz —0,5 sq pierwiastkami 

wielomianu W(x), czyli W(2) =0 i W(—0,5) = 0. 

245 
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Otrzymujemy uktad r6wnan: 

2-244-224+b-24+6=0 hr ea 
‘s (—0,5)?+a-(-0,5)°+b-(-0,5) +6 =0 05a—b=-115 
4a+2b=-22 /:2 a=-9 

ea eae Ve fe 

Wyznaczyligsmy wspétczynniki wielomianu W(x): a=—9, b = 7. Wielomian 

W(x) = 2x3— 9x?+ 7x + 6 jest stopnia trzeciego, wiec moze mie¢ co najwyzej trzy pier- 

wiastki. Trzeci pierwiastek wyznaczymy, korzystajac ponownie z informacji, ze 

wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian 

P(x) = (x — 2)(2x + 1) = 2x*- 3x-2 

Wykonamy dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x): 

x—3 

(2x3 — 9x? + 7x + 6) : (2x*- 3x-2) 
—2x3 + 3x? + 2x 

= —6x*+9x+6 
6x* — 9x —6 

Zatem 

W(x) = (2x*— 3x — 2)(x — 3) = (x — 2)(2x + 1) (x — 3) = 2(x— 2)(x + 0,5)(x— 3). 

Pierwiastkami wielomianu W(x) = 2x?— 9x?+ 7x + 6 sa liczby — 2 oraz 3. 

Il sposob — skorzystamy z definicji rownosci wielomianéw. 

Wielomian W(x) = 2x3 + ax*+ bx + 6 jest podzielny przez wielomian P(x) = (x—2)(2x+1), 

wiec istnieje taki wielomian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x). Poniewaz st.W(x) = 3 oraz 

st.P(x) = 2, wiec st.Q(x) = 1, czyli Q(x) = mx + n, gdzie m ¥ 0. Zatem 

W(x) = (x — 2)(2x + 1)(mx + n) = (2x?-—3x — 2)(mx + n) = 

= 2mx? + (2n — 3m)x? — (3n + 2m)x—2n 

Wielomiany 

W(x) = 2x* + ax* + bx + 6 oraz W(x) = 2mx3+ (2n — 3m)x?— (3n + 2m)x— 2n 

sa rowne, zatem: 

in Sv ne 

2n—3m=a a=-9 
Ss 

—(3n + 2m) =b paw 

—2n =6 n=-3 

Wyznaczylismy wspotczynniki wielomianu W(x): a = —9, b = 7. Wielomian W(x) 
mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej: W(x) = (x — 2)(2x + 1)(x— 3). 

Stad pierwiastkami wielomianu W(x) sa liczby: — rt ne 
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Ill sposob — skorzystamy z twierdzenia 0 rozktadzie wielomianu. 
Wykonamy dzielenie wielomianu W(x) = 2x3 + ax? + bx + 6 przez wielomian 
PO) = 25° = 3x 2. 

vi 
x+—(a+3 a ) 

2 (2x? + ax?+ bx + 6) : (2x? — 3x—2) 
—2x3 + 3x*4 2x 

= (a+3)x?+ (b+2)x+6 

“(ars}er (at 3)xrar 3 

= [b+5a+t3 |evass 
2 2 

Poniewaz wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), wiec reszta z dzie- 

lenia R(x) = [> + sa + = x +a-+9 jest wielomianem zerowym. Zatem: 

g+9—( 

Wyznaczylismy wspoiczynniki wielomianu W(x): a=—9, b= 7.W wyniku dzielenia 

wielomianu W(x) = 2x?—9x?+ 7x + 6 przez wielomian P(x) = (x—2)(2x +1) otrzyma- 

lismy iloraz Q(x) =x—3. Zatem W(x) = (x— 2)(2x + 1)(x-—3), wiec jego pierwiastkami 

sa liczby: > 2 oraz 3. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian W(x) = x?— 5x? + 2x — 10 jest 
podzielny przez dwumian: 

a)x+4 b)x-5 c)x-1 djx+2 

2. Wyznacz wartos¢ parametru k, dla ktorego wielomian 

W(x) = 2x? + (k—1)x? + (1 — 3k)x + 2 jest podzielny przez dwumian (x + 2). 

3. Wyznacz pierwiastki wielomianu W(x) = x°+ 2x*—7x + 4, wiedzac, ze wielomian 

W(x) jest podzielny przez dwumian (x + 4). 

4. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W(x), jesli: 

a) W(x) = 3x*— 4x3— 11x?+ 16x -4 b) W(x) =-2x*—x3-x?-x+1 

5. Liczby 1 oraz 3 sq pierwiastkami wielomianu W(x) = x* + ax* + bx + 6. Wyznacz 

wartosci wspotczynnikow a i b oraz trzeci pierwiastek tego wielomianu. 

6. Wielomian W(x) = 3x? + ax’ + 18x + b jest podzielny przez wielomian 

P(x) = (3x —1)(x + 4). Wyznacz wartosci wspétczynnikow ai b oraz pierwiastki 

wielomianu W(x). 
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Pierwiastek wielokrotny 

Zatozmy, ze wielomian W(x) ma pierwiastek rowny 3. Wowczas jest on podzielny 

przez dwumian 

(x— 3) 
Wielomian W(x) mozna wiec przedstawic¢ jako 

W(x) = (x— 3) - QQ) 
Ale jesli 3 jest rowniez pierwiastkiem wielomianu Q(x), to wielomian W(x) mozna 

przedstawic jako 

W(x) = (x- 3)’ - K(X) 
Liczba 3 mogtaby byé réwniez pierwiastkiem wielomianu K(x). Wtedy wielomian 

W(x) mozna by byto przedstawi¢ jako 

W(x) = (x -— 3)? - L(x) 

Przypus¢my jednak, ze nasz wielomian W(x) jest iloczynem (x — 3)? - K(x) iliczba 3 

nie jest pierwiastkiem wielomianu K(x). Czy wielomian W(x) jest podzielny przez 

(x — 3)3? Oczywiscie, nie. 

Nasze rozwazania prowadzga do definicji pierwiastka wielokrotnego. 

Definicja i 
Pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W(x) (gdzie k € N,) nazywamy liczbe a 

wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W(x) jest podzielny przez (x —a)* i nie jest po- 

dzielny przez (x — a)**1. Liczbe k nazywamy krotnoscia pierwiastka. 

Wrdémy do naszego wielomianu W(x). Jest on podzielny przez wielomian (x — 3)? 

i nie jest podzielny przez wielomian (x — 3)’. Zatem liczba 3 jest pierwiastkiem dwu- 
krotnym wielomianu W(x). 

Przyktad 1. 

Wskazemy wielomian W(x) stopnia sz6stego, ktory ma tylko dwa pierwiastki: —5 
oraz 7, przy czym obydwa pierwiastki sq dwukrotne. 

Zgodnie z definicjg pierwiastka dwukrotnego, wielomian W(x) jest podzielny przez 

(x + 5)* oraz przez (x — 7)*, natomiast nie jest podzielny przez (x + 5)3 ani przez 
(x — 7)°. Wielomian W(x) mozemy zapisaé w postaci iloczynu. 

W(x) = (x + 5)*(x-7)? - QQ) 
Wielomian Q(x) nie moze mie¢ pierwiastkow (dlaczego?). Poniewaz st.W(x) = 6, 

wiec st.Q(x) = 2. Wielomianem Q(x) moze by¢é dowolny wielomian stopnia 2, ktéry 
nie ma pierwiastkow, np.: 

Q(x) = x?+9 

Wielomian W(x) = (x + 5)*(x — 7)?(x? + 9) spetnia warunki zadania. 
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Przyktad 2. 

Pokazemy, Ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x*— x3 — 3x2 + 5x — 2, 
i zbadamy krotnos¢ tego pierwiastka. 

Sprawdzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Otrzymujemy: 

W(1) = 1*-13-3-17+5-1-2=0 
Zatem na mocy twierdzenia Bezouta wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian 
(x—1). Po wykonaniu dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian (x—1) (wykonajje 
samodzielnie), otrzymujemy iloraz: 

F(x) =x°-—3x+2 

Zatem 

W(x) = (x=1) - (x?—3x +2) 

F(x) 

Sprawdzamy, czy liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu F(x) = x?— 3x + 2: 

F(1) =13-3-1+2=0 

Dzielimy wiec wielomian F(x) przez dwumian (x — 1) i otrzymujemy wielomian 

G(x) =x?+x- 2, zatem 

Se 
Wie te 1 eee x 2) 

Trojmian kwadratowy G(x) = x?+x-—2 mozemy zapisaé w postaci iloczynowej: 

G(x) = (x-—1)(x+ 2) 

Ostatecznie wielomian W(x) mozna przedstawi€¢ w postaci: 

W(x) = (x—1)(x— 1) (x-1)(x + 2) = (x- 1)3(x + 2) 

Wielomian W(x) jest podzielny przez (x — 1)’. Nie jest natomiast podzielny przez 

(x — 1)*, bo liczba 1 nie jest pierwiastkiem wielomianu Q(x) = x + 2. 

Liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x). 

Przyktad 54 

Wykazemy, ze liczba 4 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu 

W(x) = x?— 7x2 + 8x + 16. 

Aby udowodni¢, ze liczba 4 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x), wy- 

starczy pokaza¢, ze: 
e wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian (x — 4)? 

e iwielomian W(x) nie jest podzielny przez wielomian (x — 4)’. 

Wykonujemy dzielenie 

W(x) : (x — 4), czyli W(x) : (x?- 8x + 16). 

Po podzieleniu otrzymujemy iloraz (x + 1) i reszte R(x) = 0 (sprawdz!). 

Pokazalismy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian (x — 4)’. Pozostaje 

jeszcze wykazaé, ze wielomian W(x) nie jest podzielny przez (x — 4)’. 
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Wielomian W(x) mozemy zapisa¢ w postaci 

W(x) = (x — 4)? - (x + 1) \ 

Zeby wielomian W(x) byt podzielny przez (x—4)3, to wielomian (x + 1) musiatby by¢ 

podzielny przez (x — 4). Ale reszta z dzielenia wielomianu (x + 1) przez (x — 4) jest 

réwna 5 (oblicz!), wiec wielomian W(x) nie jest podzielny przez (x — 4). 

Wykazalismy, ze liczba 4 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x). 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy wartosci parametréw min, wiedzac, ze wielomian 

W(x) = 27x? + mx’ + 36x + n ma pierwiastek trzykrotny. Podamy ten pierwiastek. 

Niech p — oznacza trzykrotny pierwiastek wielomianu W(x). Poniewaz st.W(x) = 3, 

wiec wielomian W(x) mozemy zapisa¢ w postaci W(x) = 27(x— p)?. 

Stad, po zastosowaniu wzoru na szescian réznicy dwoch wyrazen, otrzymujemy: 

W(x) = 27x? = 81px* + 81p7x —27p’ 

Na podstawie definicji rownosci wielomianédw mamy: 

m=-81p m=-81p m=54 m=-—54 

4 Z Z 
36 =81p’ <=> Bae = SSS vy —— ie p 9 Pp 3 p 3 

SS at ee n=-27p° h=8 n=-8 

Istnieja dwa wielomiany spetniajace warunki zadania. 

e Jeslim=54in=8, wowczas wielomian ma posta¢ W(x) = 27x? + 54x? + 36x + 8, 

a liczba -: jest jego trzykrotnym pierwiastkiem. 

e Jeslim=-—54 in=-8, wowczas trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu 

W(x) = 27x? — 54x? + 36x — 8 jest liczba A 

Przyktad 5. 

Dany jest wielomian W(x) = (x — 1)(x’ — (p + 1)x + 4)? z parametrem p. Ustalimy 
krotnos¢ pierwiastkow tego wielomianu ze wzgledu na wartos¢ parametru p. 

Wielomian W(x) = (x — 1)[Q(x)]*, gdzie Q(x) = x? — (p + 1)x + 4. Jednym z pier- 
wiastkow wielomianu W(x) jest liczba 1; liczba pozostatych jego pierwiastkéw 
zalezy od wartosci parametru p. 

Rozpatrzymy zatem trzy przypadki ze wzgledu na wyroznik tréjmianu 

Q(x) =x*-(p+1)x+4 

A=[(p+ D]- 16= (p+ 1)? 16 = (p+ 1-4)(p +144) =(p-3)(p +5) 
A<0 @= pe(-5,3) 

A=0 © pe {5,3} 

A>0 & pe (-~,-5) U (3, +00) 
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| przypadek . 

Jesli p € (-5, 3), to wielomian Q(x) nie ma pierwiastk6w (A < 0), wiec wielomian 
W(x) ma jeden pierwiastek jednokrotny (liczba 1). 

Il przypadek 

Jesli p € {-5, 3}, to wielomian Q(x) ma jeden pierwiastek dwukrotny 

— jesli p=—5, to otrzymujemy Q(x) =x?+ 4x+ 4 =(x+ 2), zatem wielomian W(x) ma 

jeden pierwiastek jednokrotny (1) oraz jeden pierwiastek czterokrotny (—2); 

— jesli p =3, to otrzymujemy Q(x) = x*— 4x + 4 = (x— 2)’, zatem wielomian W(x) ma 
jeden pierwiastek jednokrotny (1) oraz jeden pierwiastek czterokrotny (2). 

Ill przypadek 

Jesli p € (<0, -5) U (8, +20), to wielomian Q(x) ma dwa pierwiastki jednokrotne. 

Sprawdzimy, czy istnieje wsrdd nich pierwiastek rowny 1. Obliczamy Q(1): 

Q(1) =1*-(p+1)-1+4=-p+4 

Oj =0' => p=4 

Stad otrzymujemy 

— Jesli p = 4, to jednym z pierwiastkéw wielomianu Q(x) jest liczba 1, zas drugi jest 

rozny od 1. Wowczas wielomian W(x) ma jeden pierwiastek trzykrotny (1) ijeden 

dwukrotny. 

— Jesli p € (-20,-5) U (3, 4) U (4, +2), to oba pierwiastki wielomianu Q(x) sq r6zne 

od 1 i wtedy wielomian W(x) ma jeden pierwiastek jednokrotny (1) oraz dwa 

pierwiastki, kazdy o krotnosci dwa. 

Podsumujmy nasze spostrzezenia. 

Wielomian W(x) = (x— 1)(x?— (p + 1) + 4)? ma: 
e jeden pierwiastek jednokrotny wtedy, gdy p ¢€ (—5, 3) 

e jeden pierwiastek jednokrotny oraz jeden pierwiastek czterokrotny wtedy, gdy 

pes, 3} 
e jeden pierwiastek trzykrotny i jeden dwukrotny wtedy, gdy p = 4 

e jeden pierwiastek jednokrotny i dwa pierwiastki dwukrotne wtedy, gdy 

p € (-~,-5) U (3, 4) U (4, +). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wyznacz pierwiastki wielomianu W(x) = 7(x* + 6x + 9)(x + 3)?(x?— 81) i okresl 
krotnos¢ kazdego z nich. 

2. Zbadaj krotnos¢ pierwiastka 2 wielomianu W(x) = x? — x*— 8x + 12. 

3. Wykaz, ze liczba 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu 

W(x) = 2x4 — 4x3 + 5x?- 6x + 3. 

4. Ustal krotno$é pierwiastkéw wielomianu W(x) = (x + 2)(x* + 2mx + 4) ze wzgle- 

du na wartos¢ parametru m. 
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Rozktadanie wielomianow na czynniki 

Wazngq umiejetnoscia jest rozktadanie wielomianow na czynniki. Szczegolnie przy- 

daje sie ona podczas rozwiazywania rownan wielomianowych, ktore omowimy 

w nastepnym temacie. 

Rozpatrzmy dwa wielomiany stopnia drugiego: 

W(x) = (3x+ 6)(x-5) i G(x) =x?*+2. 

Wielomian W(x) jest przedstawiony w postaci iloczynu dwoéch wielomian6éw stopnia 

pierwszego. Czy wielomian G(x) tez mozna przedstawic¢ w postaci iloczynu czyn- 

nikéw liniowych? Z wtasnosci funkcji kwadratowych wynika, ze nie. Mozna go jedy- 

nie przedstawi¢ w postaci iloczynu statej i innego wielomianu stopnia drugiego, np.: 

G(x) = 2(0,5x* + 1) 

Definicja 1. 
Wielomianem rozktadalnym nazywamy wielomian rézny od wielomianu ze- 

‘rowego wtedy, gdy mozna go przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw 

/‘majacych stopien rézny od zera. W przeciwnym wypadku wielomian nazywamy 

wielomianem nierozktadalnym. 

Zgodnie z powyzszq definicja, wielomian W(x) = (3x + 6)(x — 5) jest wielomianem 

rozktadalnym, natomiast wielomian G(x) = x* + 2 jest wielomianem nierozkta- 
dalnym. 

Rozktad wielomianu na czynniki polega zatem na przedstawieniu tego wielomianu 

w postaci iloczynu przynajmniej dwoéch wielomianow, z ktorych kazdy ma stopien 
wiekszy od zera. 

Zauwaz, ze wielomian W(x) = (3x + 6)(x—5) mozna przedstawi¢ rowniez w postaci 

W(x) = 3(x+2)(x-—5) oraz W(x) =(x+2)(3x-15) 

Takie rozktady jednego wielomianu, w ktorych czynniki rdznia sie tylko czynnikiem 

statym, uwazamy ze jednakowe. 

Omowimy teraz, ktére wielomiany sq rozktadalne. 

Z definicji wielomianu rozktadalnego wynika, ze taki wielomian ma stopien rowny 

co najmniej 2. Zatem wszystkie wielomiany state i wielomiany stopnia pierwszego 

sq nierozktadalne. Przyjrzymy sie wielomianom stopnia drugiego. Niekt6re z nich 

sq rozktadalne, a niektore nie. Rozktadalne tréjmiany kwadratowe to takie, ktore 

mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch czynnikow liniowych, czyli takie, 

ktorych wyr6znik jest nieujemny (A > 0). Nierozktadalne tréjmiany kwadratowe 

maja wyrdznik ujemny (A < 0). 
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W wypadku wielomianéw stopnia wiekszego niz 2 prawdziwe jest nastepujace 
twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
Kazdy wielomian stopnia co najmniej trzeciego mozna roztozy¢ na czynniki stop- 
nia co najwyzej drugiego. Rozktad ten jest jednoznaczny (z doktadnoScia do kolej- 
nosci czynnik6ow i do state}). 

Tak wiec wszystkie wielomiany stopnia trzeciego, czwartego, piatego i wyzszych 
stopni sq rozktadalne. Wielomiany staramy sie zawsze roztozy¢ na czynniki liniowe 

(pierwszego stopnia) lub czynniki stopnia drugiego, ktore sq nierozktadalne. 

Twierdzenie 1. nie daje sposobu, za pomoca kt6rego moglibySmy wszystkie wie- 

lomiany co najmniej trzeciego stopnia roztozy¢é na czynniki. Rozktadanie wielo- 
mianu na czynniki bywa nieraz bardzo skomplikowane. 

Przypomnijmy sposoby, ktore poznates w klasie pierwszej. 

Wielomiany mozna rozktada¢ na czynniki, stosujac nastepujace metody: 

e wytaczanie wspolnego czynnika poza nawias 

e stosowanie wzorow skréconego mnozenia 

@ grupowanie wyrazow wielomianu. 

Kazda z tych metod omoéwimy w kolejnych przyktadach. 

Przyktad 1. 
Ss 

Roztozymy wielomiany na czynniki, wytaczajac wspOlny czynnik poza nawias. 

W(x) 2x04 Gx = 2x x4 2x7 - 3. = 2x4 (x+-3) 
W(x) = 2x*(x +3) 

b) W(x) =-12x® + 6x” — 24x® =—6x® - 2x?— 6x® - (—x) — 6x° - 4 =—6x° - (2x?-x + 4) 
czynnik 2x? — x + 4 jest nierozktadalny, bo jego wyrdznik jest ujemny 

W(x) =—6x°(2x?- x + 4) 

Przyktad 2. 
fee 

Roztozymy wielomiany na czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia: 

a) (a—b) =a?—2ab + b* 
W(x) = 4x?— 4x + 1 = (2x - 1)?= (2x-1)(2x- 1) 

b) (a+ b)?=a?+ 2ab + b* 

W(x) = x4 + 10x? + 25 = (x2+5)° = (x2+5)(x?+5) 
czynnik x’ + 5 jest nierozktadalny 
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c) a?— b*=(a—b)(a+b) 

W(x) = x*— 81 = (x?- 9) (x? +9) = 3) + 3)(X%4 9) 
czynnik x? + 9 jest nierozktadalny 

d) (a+ b)?=a?+ 3a*b + 3ab* + b? 
W(x) = x3 + 6x2 + 12x + 8 = (x+ 2)? = (x + 2)(x+ 2)(X+ 2) 

e) (a—b)?=a?— 3a*b + 3ab?— b? 
W(x) = 8x? — 12x? + 6x — 1 = (2x — 1)? = (2x — 1) (2x — 1)(2x- 1) 

f) a?+b?=(a+b)(a2—ab+b?) 

W(x) = x2 + 8 =x? + 23 = (x + 2)(x?- 2x +4) 
czynnik x*— 2x + 4 jest nierozktadalny 

g) a?—b?=(a—b)(a?+ab+b*) 

W(x) =28= 27 =x° 3°? =(x— 3) (x? Some 
czynnik x’ + 3x + 9 jest nierozktadalny. 

Przyktad 3. 

Roztozymy wielomiany na czynniki poprzez grupowanie wyrazow i-szukanie 

wspOlnego czynnika (tych grup), kt6ry mozna wytaczy¢ poza nawias. 

a) W(x) = 4x34 20x*-x-5= 
= (4x3 + 20x) + (-x-— 5) = 4x*- (x + 5)-1- (x +5) = 
= (x+ 5) - (4x?—1) =(x+5) - (2x—1)- (2x-1) 

W(x) = (x + 5)(2x- 1)(2x+ 1) 

b) W(x) =x? 7x+6= 
=x? — x- 6x + 6 = (x— x) + (6x4 6) =x- (x?-1)-6- (x-1)= 

=x-(x—1)-(x+1)-6- (x¥—-1) =(x-1) - [x- (x+ 1) -6] =(x—1) - [x?+x-6] 

Latwo stwierdzic, ze 

x*+X—6= (x—2)(x+3) 
Zatem 

W(x) = (x— 1) (x -— 2) (x + 3) 

Do rozktadania wielomianu na czynniki mozna wykorzysta¢ rowniez informacje 
0 jego pierwiastkach. 

Jesli znamy pierwiastek a wielomianu, to z -twierdzenia Bezouta wynika, ze 

w rozktadzie na czynniki tego wielomianu wystepuje czynnik (x — a). Wykonujac 

dzielenie wielomianu przez (x — a), otrzymujemy iloraz, kt6ry jest drugim czynni- 

kiem tego rozktadu. Dodatkowa informacja o krotnosci tego pierwiastka moze jesz- 

cze bardziej utatwi¢ nam zadanie roztozenia wielomianu na czynniki. 
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Przyktad 4. 

Roztozymy wielomian W(x) = x* + 2x3— 2x? — 6x — 3 na czynniki, wiedzac, ze liczba 
(-1) jest jego pierwiastkiem dwukrotnym. 

Liczba (—1) jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu W(x), wiec wielomian ten 
jest podzielny przez wielomian 

P(x) = (x + 1)? 

Wykonujac dzielenie wielomianu W(x) przez P(x), otrzymamy iloraz 

Q(x) =x?-3 = (sprawdz!), stad 

W(x) = (x + 1)?(x?- 3) 

Trdjmian kwadratowy (x?— 3) rozktadamy na czynniki liniowe. 

(x + V3) (x- v3) 
Rozktad wielomianu W(x) na czynniki jest nastepujacy: 

W(x) = (x + 1)?(x+ V3) (&- V3) 

Jesli nie potrafimy roztozy¢é wielomianu za pomoca metod przedstawionych 

w przyktadach 1-3 ani nie znamy zadnego pierwiastka wielomianu, to mozemy 

sprobowa¢ sami odnalezé¢ chociaz jeden jego pierwiastek i postepowac wedtug 

rozumowania przedstawionego w przyktadzie 4. W tej sytuacji pomocne jest twier- 

dzenie 0 wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspotczynnikach catkowitych 

lub wnioski z tego twierdzenia dotyczace catkowitych pierwiastkéw tego wielo- 

mianu. 

Przyktad 5. 

Roztozymy na czynniki wielomian W(x) = 6x*— 5x? + 25x*— 20x + 4. 

Wszystkie wspotczynniki wielomianu W(x) sq liczbami catkowitymi. Jesli wiec ist- 

nieje pierwiastek wymierny tego wielomianu, to nalezy do zbioru: 

fie 224, is igs Ee I Ng i Alas | tI. 
EE Sat Se eae Fae 

Wielomian W(x) nie ma pierwiastkow catkowitych (sprawdz!). 

Niecatkowitym pierwiastkiem wielomianu W(x) jest liczba e bo 

4 3 2 

w(Z|-6.(4)-s.(5]+25.(5]-20. 5 +4= oe et 
2 2 2 16 8 4 
ocavE a es Cpe aer 

16 16 
Na podstawie twierdzenia Bezouta wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian 

a 
Po wykonaniu dzielenia otrzymujemy iloraz Q(x) = 6x’ — 2x* + 24x — 8 (sprawdz!). 
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Zatem 

W(x) = [x ~ 5 \(or- 2x? + 24x—8) 
\ 

Teraz mozemy postapi¢ dwojako: 

1) poszuka¢ pierwiastka wymiernego wielomianu 

Q(x) = 6x3 — 2x? + 24x — 8, 

stosujac twierdzenie 0 wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspotczynni- 

kach catkowitych, nastepnie podzieli¢é wielomian Q(x) przez dwumian (x — a), 

gdzie a jest znalezionym pierwiastkiem wielomianu Q(x); w wyniku dzielenia 

otrzymamy wielomian F(x) —stopnia drugiego, z ktorym juz potrafimy sobie po- 

‘ radzic¢; 
2) roztozy¢ wielomian 

Q(x) = 6x3 — 2x? + 24x — 8, 

stosujac metode grupowania wyrazow. 

Drugi spos6b szybciej doprowadzi nas do celu. 

Q(x) = 6x3 — 2x? + 24x — 8 = 2x?(3x— 1) + 8(3x— 1) = (3x- Mieka 

= 2(3x—1)(x?+ 4) 

Czynnik (x? + 4) jest nierozktadalny. 

Ostatecznie: 

W(x) = [x-§): Q(x) = [x—5):2- Gx 4) = @x-Gx-Ge+4) 

Zastanowimy sie teraz, czy kazdy wielomian stopnia wiekszego niz dwa ma chociaz 
jeden pierwiastek. 

W przypadku wielomianéw stopnia nieparzystego wielomian zawsze ma przy- 

najmniej jeden pierwiastek. Wynika to z tego, ze kazdy wielomian mozna roztozyé 

na czynniki co najwyzej stopnia drugiego, wiec przynajmniej jeden czynnik w tym 

rozktadzie jest stopnia pierwszego. 

JeSli stopien wielomianu jest parzysty, to moze sie zdarzy¢, ze wielomian nie ma 

pierwiastkéw. Przyktadem takiego wielomianu jest chociazby wielomian czwar- 
tego stopnia: 

W(x) = (x2 + 1) (x? + 2) 

Jesli chcemy roztozyé na czynniki wielomian, kt6ry nie ma pierwiastkéw, to moze- 
my stosowac tylko: wzory skr6éconego mnozenia, grupowanie wyrazéw i wytgcza- 
nie wspOlnego czynnika poza nawias. 
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Przyktad 6. 

Roztozymy na czynniki wielomian W(x) = x*+ 9. 

Doprowadzamy wzor wielomianu do postaci, w ktérej mozna wykorzysta¢é wz6or 
skroconego mnozenia a* + 2ab + b?= (a+ b)?. 

W(x) =x*+ 9 =x*+ 6x?— 6x24. 9 = (x*+ 6x? + 9) — 6x? = (x24 3) = (ex) 

Otrzymalismy r6znice kwadratéw dwoch wyrazen, wiec korzystamy ze wzoru 

a*— b*=(a+b)(a—b) 

W(x) = (x2 + 3- Vox) (x? + 34 Vex), 

czyli 

W(x) = (2 Vox + 3) (x2+ V6x +3) 

Czynniki x?— J6x + 3 oraz x? + J6x + 3 sq nierozktadalne (A < 0). 

Po roztozeniu wielomianu W(x) = x*+ 9 na czynniki otrzymalismy wielomian 

W(x) = (x2- Vox + 3) (x? + Vox +3) 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozt6z na czynniki nastepujace wielomiany, stosujac wzory skr6conego mno- 

zenia: 

a) W(x) = 4x*-81 b) W(x) =x3-8 

c) W(x) =125x3+1 d) W(x) =x°+1 

2. Rozt6z na czynniki nastepujace wielomiany, stosujac metode grupowania wy- 

razow: 

a) W(x) = 2x3+ 2x?-8x-8 b) W(x) = 2x3+ 3x?2- 8x—12 
c) W(x) =x?+ 6x+7 d) W(x) =x?-2x+1 

3. Rozt6z na czynniki nastepujgce wielomiany: 

a) W(x) = 2x3- 5x*-x+6 b) W(x) =-x3+ x7+ 5x+3 
c) W(x) = 2x4 + 6x3+ 7x?+ 9x +6 d) W(x) = x*+ 6x3+ 13x2+12x+4 

4. Rozt6z na czynniki wielomian W(x) = 3x*+ 12. 
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Rownania wielomianowe 
\ 

Potrafisz juz rozwigzywa¢ rownania liniowe i kwadratowe. Sq to r6wnania wielo- 

mianowe stopnia pierwszego i stopnia drugiego. 

Definicja 1. 
Rownaniem wielomianowym stopnia n nazywamy rownanie, ktore mozna 

przeksztatcié rownowaznie do postaci W(x) = 0, gdzie W(x) jest wielomianem 

stopnia n(n € N). | 

Omowimy rozwiazywanie rownan wielomianowych stopnia co najmniej trzeciego. 

Rownanie wielomianowe doprowadzimy do postaci W(x) = 0; wowczas rozwigza- 

niami tego rownania beda wszystkie pierwiastki wielomianu W(x). JeSli wielomian 

W(x) nie ma pierwiastkow, to rownanie nie ma rozwigzan. 

Zeby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu W(x), wygodnie jest roztozyé ten wielo- 

mian na czynniki. Wiemy, ze kazdy wielomian stopnia wiekszego niz drugi mozna 

roztozy¢é na czynniki stopnia pierwszego lub stopnia drugiego (chociaz jest to cza- 

sem bardzo skomplikowane). A z takimi wielomianami umiesz sobie poradzic. 

Metode rozwigzywania rownan wielomianowych ilustruja ponizsze przyktady. 

Przyktad I : 

Rozwiazemy rownanie 3(x + 5)(x— 7)(4x-—9) =0. 

Rownanie ma posta¢é 

W(x) = 0, gdzie 

W(x) = 3(x + 5)(x— 7)(4x- 9) 

Wielomian W(x) jest iloczynem czynnik6éw liniowych, zatem W(x) = 0 tylko wtedy, 

gdy co najmniej jeden z tych czynnikow jest rowny zeru. Zatem 

x+5=0 v x=—7=0 v 4x=—9=0, 

stad 

=) WY EY Ow aye 
4 

p ; ' 1 
Rownanie ma trzy rozwigzania: —5, 7) oraz 7. 

Przyktad 2. 

Rozwigzemy rownanie x4 =—4x*— 4x°. 

Rownanie najpierw uporzadkujemy, czyli doprowadzimy do postaci W(x) = 0. 

x*+ 4x3 + 4x?=0 
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Zauwazamny, Ze ze wszystkich wyrazow wielomianu mozna wytaczy¢ wspolny czyn- 
nik x?. 

x?(x?2+ 4x+4) =0 
Do wyrazenia w nawiasie stosujemy wzor skr6conego mnozenia. 

x?(x + 2)?=0 

Po roztozeniu wielomianu na czynniki wnioskujemy, ze: 

x*=0 v (x+2)?=0 

x=0 v x+2=0 

x=0 v x=-2 

Roéwnanie ma dwa rozwiazania: 0 oraz —2. 

Przyktad af 

Rozwiazemy rownanie 5x?— 15x?=x-— 3. 

Porzadkujemy réwnanie i otrzymujemy 

5x3— 15x2-x+3=0 

Grupujemy wyrazy. 

5x2(x — 3) —(x-3) =0 

Wspolny czynnik wytaczamy poza nawias. 

3 )i ox 1) = 0 
Wielomian stopnia drugiego rozktadamy za pomocg wzoru skroconego mnozenia. 

(x — 3) [ (/sx)2-12] =() 

(x 3)(V5x-1)(V5x+1) =0 

x—3=0 v J5x-1=0 v V5x+1=0 

Kt alas xa 05 Vv ya ¥5. 

ed 
5 

Rownanie ma trzy rozwigzania: 3, Sete 

Przyktad 4, 

Wyznaczymy wszystkie catkowite wartosci a, dla kt6rych liczba 2 jest rozwiqza- 

niem rownania 

x*— (a + 2)x3+ 3x*— 3x+2a°=0 

z niewiadoma x. 

Poniewaz liczba 2 jest rozwiazaniem rownania, wiec 

2*= (a+ 2) -2°+3-2°-3-2+2a°=0, 

skad otrzymujemy rownanie z niewiadomg a. 

a*—4a+3=0,gdzieaeC 

Rownanie to mozna rozwigza¢é na dwa sposoby. 
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I sposob 

Grupujemy wyrazy réwnania tak, aby miaty wspolny czynnik, i rozktadamy lewa 

strone na czynniki. 

a?—a—3a+3=0 

a(a?—1)-3(a-—1)=0 
a(a—1)(a+1)-—3(a-—1)=0 

(a—1)(a?+a-—3)=0 
a—1=0 v a*+a-3=0 

A=14+4-3=13,VA = 13 
_ Siowio wee ays 

Z 2 

Jedyna liczba catkowita spetniajacq rownanie a?— 4a + 3 = 0 jest liczba 1. 

a] aa 

Il sposéb 
Korzystamy z twierdzenia o catkowitych pierwiastkach wielomianu o wspdiczyn- 

nikach catkowitych. 

Jesli wielomian 

W(a) = a?—4a+3 

ma pierwiastek catkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego, czyli liczby 3. 

Catkowitych pierwiastk6w mozemy szuka¢ jedynie wsrdd liczb: 1, —1, 3, -3. 

W(1)=1-4+3=0 

W(-1) = (-1)?-4- (-1)+3=60 

W(3) =3°-4-3+3=18+40 

W(-3) = (-3)?-4- (-3) +3 =-12 #0 

Jedynym catkowitym pierwiastkiem wielomianu W/(a) jest liczba 1. 

Jesli a = 1, to liczba 2 jest rozwiazaniem réwnania x*— (a + 2)x? + 3x*— 3x + 2a?=0. 

Na koniec udowodnimy wzory Viéte’a dla r6wnania stopnia trzeciego i pokazemy 
ich zastosowanie. 

Twierdzenie 1. 
JeSli x1, X2, X3 Sq rozwigzaniami rownania x? + px* + qx + r=0, to 

X,+X,+X,=—p 

NR, A RG ky X= G 

XX PX gS oT 

Zatozenie: X1, X2, X3 — rozwigzania rownania x? + px*+ qx+r=0 

Teza: XX, +X,= —p 

Xp Xo Xoh XS N= |G 

KX X= 
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Dowod: Skoro xj, X2, X3 Sa rozwiazaniami ré6wnania 

x3 + px?+qx+r=0, 

wiec sq pierwiastkami wielomianu 

W(x) = x3 + px?+ qx+r 

Wielomian W(x) mozemy zapisaé w postaci iloczynowe;: 

W(x) = (X — Xi) (X — X2) (X — xs), stad 

W(x) = Bs. —X2X —X4X+ X1%o) (x — x3) = [x? — (x1 + X2)x+ X1X2| (x — x3) = 

= x3 — (x4 + X2)X2 + XyXQN — XgX2 + (Xy + Xp)XaX — X1X2X3 = 

= x3 — (x4 + X_t X3)X2 + (XyX_ + X 1X3 + XoXg)X — XpX9.X3 

Z definicji rownosci wielomianéw otrzymujemy: 

Xy+X2+X3=—P A XyX2.+XyX3+X2Xz=Q A XyX2X3=-T, co konczy dowéd. 

Przyktad 5. 

Wyznaczymy wartosci parametrow min oraz rozwigzania x}, X2, X3 rownania 

x3 + 6x2+ mx+n=0, 

jesli wiadomo, ze x2 =X,+ 3 oraz x3=X,+ 6. 

Ze wzorow Viete’a dla rownania stopnia trzeciego wiemy, ze: 

Xy+X2+X3=—-6 1 XyX24+XyX34+X2X3=M, 1 XX2X3=—N. 

Z pierwszego rownania otrzymujemy: 

xX, + (xX,+ 3) + (%,+6)=-6, skad 3x,+9=-6, czyli 

xy — =5 

Teraz mozemy obliczy¢ pozostate rozwigzania rownania i wartosci parametroéw: 

X,=-5+3=-2 X3=-5+6=1 

m= (-5)- (-2)+(-5)- 1+ (-2)-1=3 oraz 

n=-—(-5)-(-2)-1=-10 

Liczby —5, —2 oraz 1 sa rozwiqgzaniami danego réwnania; wartosci parametrow wy- 

nosza: m= 3,n=-10. 

Sprawdz rozumiesz 

1. Rozwiaz rownania: 

a) x(x8—1)(3x—5)(2x3+3) =0 b) 2x2(x?— 3)(x?- 4x +4) =0 
c) 4x°—4x*+ x3=0 d) 3x8—2x*-1=0 

2. Rozwigz rownania: 

a) x°— 3x*=4x-12 b) x?—5x?=-10 + 2x 

c) x8-7x-6=0 d) x3+3x+4=0 

3. Rownanie x?+ 7x2 + mx+n=0 matrzy rozwigzania x}, X2, X3 takie, ze X2= 2X, 

X3=4x,. Wyznacz rozwigzania tego rownania oraz wartosci parametrow min. 
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Zadania prowadzace do r6wnan wielomianowych 
\ 

Rozwiazemy przyktadowe zadania, w ktorych wykorzystuje sie rownania wielo- 

mianowe stopnia co najmniej trzeciego. Rownania wielomianowe rozwigzuje sie 

r6znymi sposobami. Powtérzymy niektére z tych sposobow. Sprébuj kazde réw- 

nanie rozwiaza¢c metodg inng od tej zaprezentowanej. 

Przyktad ib 

a) Wyznaczymy wartos¢ parametru a tak, aby liczba (—1) byta pierwiastkiem wie- 

lomianu 

W(x) = x*+ (a? + 5a?+a)x?+4 
b) Wyznaczymy pozostate pierwiastki wielomianu W(x) dla ustalonego wczeSnie}j 

parametru a. 

Ad a) Analiza: d 

Liczba (—1) jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy, gdy W(—1) = 0. 

W(-1) = (-1)*+ (a3 + 5a?+ a) -(-1)?+4=1+4 49+ 5a? +a+4=a9+5a’+a+5 

Utozenie i rozwigzanie rownania: 

a?+5a2+a+5=0 

(a?+ 5a”) + (a+5)=0 

a*(a+5)+1(a+5)=0 

(a+5)(a*+1)=0 

a+5=0 v a*+1=0 (réwnanie sprzeczne) 

a=-5 

Sprawdzenie: 

Jesli a=—5, to wielomian ma posta¢ W(x) =x*—5x?+4i wowczas W(-1)=1-—5+4=0. 

Ad b) Wielomian W(x) mozna roztozyé na czynniki na kilka sposob6w. Zauwazmy 

na przyktad, ze wyrazy wielomianu zawieraja parzyste potegi zmiennej x. Zatem 

wykonajmy podstawienie x’ = t. Otrzymujemy wielomian W(t). 

W(t) =t?-5t+4 
Wyznaczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego. 

A=9,VA=3,t,=1,t=4 

W(t) = (¢—1)(t— 4), 
stad 

Wie (1) 4) 
W(x) = (x + 1)(x- 1)(x + 2)(x- 2) 

(x—1)(x + 1)(x-2)(x + 2) =0 

x=-1=0 v x+1=0 v x-2=0 Vv x+2=0 

x=1 Vv x=-1 V X= 2 Vo X=—2 
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Odpowiedz: : 

Jesli a =—5, to wielomian ma postaé W(x) = x*— 5x? + 4 i liczba (—1) jest jego pier- 
wiastkiem. Pozostatymi pierwiastkami wielomianu W(x) = x*— 5x? + 4 sa liczby: —2, 
1 oraz 2. 

Przyktad a 

Wyznaczymy liczbe rzeczywista, ktora ma taka wtasnoS¢: iloczyn kwadratu tej licz- 

by i kwadratu liczby 0 1 od niej wiekszej wynosi 144. 

Analiza: 

x — szukana liczba 

x + 1-szukana liczba powiekszona 0 1 

x’, (x + 1)? - kwadraty obu liczb 
x? - (x + 1)? - iloczyn kwadratow liczb 

Utozenie i rozwiazanie r6wnania: 

x?- (x+1)?=144 

[x(x + 1)]?-122=0 

[x(x + 1)—12] - [x(@+1)+12] =0 

(x?+x—12) - (x?+x+12)=0 

max i2=0 w x*tx4 12=0 

A=49 A=-47, -47 <0 

X,=—-41x,=3 

Sprawdzenie: 
e Jesli szukana liczba jest rowna (—4), to liczbqg 0 1 od niej wieksza jest (—3). 

Wowczas iloczyn kwadratow tych liczb jest r6wny: 

(4)? - (-3)?=16-9=144 

e Sprawdz, ze warunki zadania spetnia takze liczba 3. 

Odpowiedz: 
Dwie liczby spetniaja warunki zadania: (—4) oraz 3. 

Przyktad 3. 
SE 

Prostopadtoscienne pudetko o podstawie kwadratowej ma objetos¢ rowngq 32 dm’. 

Wyznaczmy wymiary pudetka, wiedzac, ze krawedz boczna jest 0 6 dm dtuzsza od 

krawedzi podstawy. 

Analiza: 
x — dtugos¢ krawedzi podstawy pudetka (dm); x > 0 

x + 6 - wysokos¢ pudetka (dm) 

x? - (x + 6) - objetos¢é pudetka (dm’) 
32 - objetos¢é pudetka (dm?) 

263 
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Utozenie i rozwiazanie rownania: 

x2. (x+ 6) -32=0 \ 

x3 + 6x*— 32 =0 

Grupujemy wyrazy. 

x3 + 4x? + 2x? 32 =0 

x?(x + 4) + 2(x?- 16) =0 

x2(x + 4) + 2(x-4)(x+ 4) =0 

Wytaczamy wspolny czynnik. 

(x + 4)[x?+ 2(x- 4)] =0 

(x + 4)(x? + 2x- 8) =0 

Zapisujemy trdjmian kwadratowy w postaci iloczynowej. 

(x + 4)(x + 4)(x- 2) =0 

(x + 4)?(x- 2) =0 

Rozwigzujemy rownanie. 

(x+4)?=0 v x-2=0 

x+4=0 Vv x—-2=0 

MS VX 2 

Liczba (—4) nie spetnia zatozenia x > 0. 

Sprawdzenie: 

Pudetko 0 wymiarach 2 dm na 2 dm na 8 dm ma objetos¢ 32 dm?. 

Odpowiedz: 

Pudetko ma wymiary: 2 dm na 2 dmna 8 dm. 

Przyktad 4. 

Z kawatka modeliny 0 objetosci 1082 cm? wykonano kule i podstawke pod te kule 

w ksztatcie walca, majacego wysokoS¢ 2 cm. Wiedzac, ze promien podstawy walca 

byt dwa razy dtuzszy od promienia kuli, obliczymy objetosé kuli i objetosé pod- 
stawki. 

Analiza: 

R—promien kuli (cm), R > 0 

Vie ak —wzor na objetosé kuli 

h=2-—wysokoSé walca (cm) 

r —promien podstawy walca 

r=2R 

V,= nr? -h—wz6r na objetosé walca 

V2 = 8nR?* 
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Utozenie i rozwiazanie r6wnania: 

Sak + 8nR? = 108x /:4n 

sRO+ 2R?= 27 fics} 

Porzadkujemy rownanie. 

R?+6R*?—81=0 
Poszukajmy najpierw dodatniego, catkowitego pierwiastka wielomianu 

W(R) = R?+ 6R?-81 

(moze by¢ wsrdd liczb 1, 3, 9, 27, 81). 

W(1) <0 W(3)=27+6-9-81=0 

Liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu W(R). Wielomian W(R) jest podzielny przez 

dwumian (R -— 3). 

Dzielimy wielomian W(R) przez (R — 3). 

R?+9R+27 
(R3 + 6R?— 81) : (R—3) 
—R? + 3R? 

= ©9R?=81 
~9R?+27R 

= 27R-81 
~27R+81 

0 

Rownanie przyjmuje postac: 

(R—3)(R?+9R+27)=0 

R-3=0 v R*+9R+27=0 

k= A =~-27 (trdjmian nie ma pierwiastkéw) 

Jedynym rozwiazaniem réwnania R? + 6R*— 81 = 0 jest liczba 3. 

Sprawdzenie: 

Jesli promien kuli jest r6wny 3 (cm), wowczas objetos¢ kuli wynosi 36x (cm?). 

Objetosé podstawki w ksztatcie walca jest rowna 72x (cm3), a suma objetosci obu 

bryt 108z (cm?) (bo 36x + 72x = 108z). 

Odpowiedz: 

Objetosé kuli wynosita 36x cm?, a objetosé podstawki 727 cm’. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Iloczyn trzech kolejnych liczb parzystych jest rowny —48. Wyznacz te liczby. 

2. Iloczyn kwadratu pewnej liczby i kwadratu liczby 0 4 od niej wiekszej jest 

rowny 441. Wyznacz te liczby. 

3. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = x? + (2a3— 4a? + 16a)x? + 3x przez dwu- 
mian (x — 1) wynosi 4. 

a) Wyznacz a. 

b) Dla znalezionej wartosci a oblicz miejsca zerowe wielomianu W(x). 
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Rownania wielomianowe z parametrem 

Rozwiazywanie rownan wielomianowych z parametrem zilustrujemy przyktadami. 

Przyktad 1. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych jedno z rozwiazan row- 

nania 

3x3 + (p — 2)x*- 4x =0 

jest Srednia arytmetyczng pozostatych rozwiqzan. 

Lewg strone r6wnania mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej, wytaczajac wspolny 

czynnik poza nawias. Otrzymujemy: 

x: [3x*+ (p—2)x—4]=0 

Zatem 

x=0 v 3x?+(p-—2)x-4=0 

Jednym z rozwigazan rownania 

3x3 + (p—2)x*- 4x=0 

jest liczba 0. 

Rozwazamy rownanie 

3x? + (p—2)x-4=0 

Obliczamy wyr6éznik 

A=(p—2)*+ 48 

Poniewaz A > 0 dla dowolnej wartosci parametru p, wiec rownanie kwadratowe ma 
dwa rozwigzania xX}, X>. 

Ze wzor6w Viete’a wiemy, ze rozwigzania x,, X; maja rdzne znaki, bo 

4 4 
eS acy 25 =) 

Zatem rozwigzanie rowne 0 jest Sredniq arytmetyczna rozwiagzan x; i xX, czyli 
XitX, _ 9 

Z 

Korzystajac ponownie ze wzorow Viete’a, otrzymujemy: 

3) 

skad 

2-13 9 
6 

czyli 

p=Z 

Szukana wartosé parametru p jest rowna 2. 
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Przyktad ne 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru p, dla kt6rych rownanie 

(x—2) - [x?=(p—2)x-p+ 1] = 0 ma dwa rozne rozwiazania. 

Rownanie (x — 2)[x?— (p— 2)x—p +1] =0 
mozemy przedstawic¢ w postaci alternatywy dwoch réwnan: 

(I) x-2=0 v (II) x*-(p—2)x—p+1=0 

Rozwiazaniem rownania (I) jest liczba 2, ktora jest jednoczesnie rozwiazaniem 
rownania wyjsciowego. Zatem rownanie 

(x — 2) - [x?-(p—2)x—p+1]=0 

ma dwa rozne rozwigzania wtedy, gdy rownanie 

(I) x*—(p-—2)x—p+1=0 

ma jedno rozwiazanie rozne od 2 lub dwa rozwiazania, z kt6rych jedno jest rowne 2. 

Rozpatrzmy funkcje f, ktorej wz6r wyznaczony jest przez lewg strone rownania (II). 

f() =x’—(p-2)x—p+1 
Z naszych rozwazan wynika, ze warunki zadania sq spetnione wtedy i tylko wtedy, 

gdy funkcja f ma jedno miejsce zerowe, przy czym odcieta wierzchotka paraboli 

bedacej wykresem funkcji fjest r6zna od 2, lub gdy funkcja fma dwa r6ézne miejsca 

zerowe, z ktorych jedno jest rowne 2. 

Stad mamy: 

Ao A>0O 
V 

woe wizy—0 

Obliczamy: 

o A= [{p—2)|’-4:- 1-744) =p" 
p-2 

e Xw= — 

Zz 

e f(2)=2?-(p—2)-2-p+1=9-3p 
Otrzymujemy: 

p’=0 R-{0 eee Oe ves Ula 
co #2 9-3p=0 peR-{6} |p=3 

<> (p=0°V p=3) 

Istniejqg dwie wartosci parametru p, dla ktorych rownanie ma dwa rozne rozwigza- 

nia (0 oraz 3). 

Przyktad 3. 
eee 

Wykazemy, ze dla kazdej wartosci parametru m rownanie 

x3— x24 (m?+2)x—m?-2=0 
ma tylko jedno rozwigzanie. 
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Latwo zauwazy6, ze rozwigzaniem rownania jest liczba 1, bo 

13— 124+ m?+2-m’?-2=0 , 

Na podstawie twierdzenia Bezouta wielomian 

W(x) = x3 — x2 + (m?+ 2)x—m?-2 
jest podzielny przez dwumian (x — 1). 

W wyniku dzielenia otrzymamy wielomian Q(x) = x?+ m? + 2. 

Zatem réwnanie x? — x* + (m2 + 2)x — m?— 2 = 0 mozna zapisa¢ w postaci: 

(x — 1)(x?+ m?+2)=0 
X=1=0 v x°+m?4+2=0 

x=1 (r6wnanie sprzeczne) 

Jedynym rozwiagzaniem rownania jest liczba 1. 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie 

x*+ 5mx* + 4m? +3m=0 

ma trzy rézne rozwigzania. 

Rownanie 

©) x*+ 5mx* + 4m? + 3m=0 
sprowadzamy do réwnania kwadratowego przez podstawienie x*= ti otrzymujemy 

rownanie: 

(a) t?+ 5mt+4m2+3m=0 
Rownanie (*) ma trzy rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie (**) ma dwa 

rozwiazania, z ktorych jedno jest dodatnie, a drugie rowne zeru. Warunki zadania sq 
spetnione, gdy: 

A>0 

ete 240) 

‘spiel 

Obliczamy: 

e A=(5m)*—4(4m? + 3m) = 25m? — 16m2— 12m = 9m2— 12m = 3m(3m— 4) 
e ti1+t2=—-5m 

e ti: t2=4m?+3m=m(4m+ 3) 
Otrzymujemy: 

m (=, 0U(15, | 
3m(3m—4) > 0 

—5m > 0 = «me(-o,0) — Mea— O75 

m(4m + 3) =0 m=0v m=-0,75 

Rownanie ma trzy rézne rozwigzania wtedy, gdy m =-0,75. 



Rownania wielomianowe z parametrem 

Przyktad 5. 

Wykazemy, ze jeSli rownanie x? + 0,5(p + 1)x— 9 = 0 ma trzy rézne rozwiazania, to 

eels 

Zatozenie: rownanie x3+ 0,5(p + 1)x—9=0 matrzy rézne rozwiazania xy, Xz, X3 

Teza: p<-l 

Dowod: Skorzystamy ze wzor6éw Viéte’a dla rownania stopnia trzeciego. Rozwiaza- 

nia X1, Xz, X3 rownania x? + 0,5(p + 1)x — 9 = 0 spelniaja warunek: 

Xt X,+X,= 0 

XXX, X,+-X,X%,=0,5(p+1) 

X,X,X3,=9 

Skoro xX; + X2 + X3= 0, to (x, + X2+X3)*=0, czyli 

wiec po podstawieniu wartoSsci wyrazenia x;X2 + X2X3 + X1X3 do powyzszej rownosci 

X42 + X22 + X32 + 2x1X> + 2XoX3 4+ 2X1X3=0, zatem 

Xy2 + Xp? + X37 + 2(xpX2 + XyX3+X4X3) =0, ale x x2 +xX2X3+X1X3=0,5(p + 1), 

mamy: 

Kazde z rozwiazan rownania x? + 0,5(p + 1)x—9 = 0 jest rdzne od zera (iloczyn roz- 

wigzan wynosi 9), wiec wyrazenie x, + x22+x3" jest dodatnie. Zatem —p— 1 > 0, skad 

Xy2 + Xo7+X37+2 -0,5(p+1)=0 

X12 4+ X_2+x37=—p-1 

p <-1,co konczy dowédd. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

ib Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych rownanie 

(x + 1) - (x?+ kx + 3) =0 ma dwa rézne rozwiazania. 

. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru m réwnanie 

(x? +9) - [2x2+ (m+ 3)x—2] =0 ma dwa rézne rozwiazania. 

. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, tak aby rownanie 

3x3 + 2(p —2)x?— 2px + 1 = 0 miato trzy rézne rozwiazania. 

Wyznacz wszystkie wartosci parametru k tak, aby rownanie x? + kx’ + 4x = 0 

miato trzy rozwiqzania nieujemne. 

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych r6wnanie 

x*— (m+ 1)x*+1=0 ma cztery rdzne rozwigzania. 

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p tak, aby rownanie 

(x3 + 5x—6) - (x?—p) =0 miato trzy rézne rozwiazania. 

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla kt6rych jedno z rozwiqzan row- 

nania 4x3 + 3px? = x(x + 1) jest Srednia arytmetycznqg pozostatych rozwiazan. 
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Funkcje wielomianowe 

Definicja 1. 
Funkcje okreslona wzorem y = W(x), gdzie W(x) = a,X"+ A, 4X" + ... +a1X + o jest 

wielomianem jednej zmiennej rzeczywistej x, nazywamy funkcja wielomianowa 

zmiennej x. 

Dziedzina funkcji wielomianowegj jest zbi6r liczb rzeczywistych. 

Przyktadami funkcji wielomianowych sa: 

y=3 y=-x+5) y=xt+x-4 =y=-5x3+6x41 y=x74+9 y=-x4+6x°4+7x-9 

Wykresem funkcji liniowej jest prosta, zas wykresem funkcji kwadratowej jest pa- 

rabola. Oméwimy teraz niektore wiasnosci funkcji y = W(x), gdzie W(x) jest wielo- 

mianem stopnia wiekszego od 2 (funkcjami wielomianowymi zajmiemy sie 

doktadniej w klasie III). 

Przyjrzyjmy sie blizej wykresom funkcji wielomianowych typu 

y=ax",gdziea#0,neENin>2,xeR. 

Ponizsze rysunki przedstawiajq wykresy takich funkcji. 

PnNwWE UU DN © OPN 

Nietrudno wykaza¢, ze funkcja typu y = ax”, gdzie a # 0, ma jedno miejsce zerowe — 

jest to liczba 0. Ponadto, jesli n jest liczba parzysta, to funkcja ta jest funkcja parzysta 

i je) wykres jest symetryczny wzgledem osi OY; a jesli n jest liczba nieparzysta, to 

funkcja ta jest funkcjq nieparzystq i je} wykres jest symetryczny wzgledem punktu 

O(0, 0) (sprébuj udowodni¢é powyzsze wtasnosci). 

Ogolnie 

Jesli n jest liczba parzystain > 2, to wy- | JeSli n jest liczba nieparzysta in > 2, to 

kres funkcji wielomianowej y = ax", | wykres funkcji wielomianowej y = ax”, 

gdzie a # 0, ma postac: gdzie a # 0, ma postac: 

a>0 y 



Funkcje wielomianowe 

Przyjrzyjmy sie teraz (uzyskanym za pomoca komputera) wykresom innych funkcji 

wielomianowych. Szczegélnie beda interesowaly nas te, kt6re maja wiecej niz jedno 

miejsce zerowe. Zwrécimy uwage na zwiazek wykresu funkcji y = W(x) z krotnoscia 

pierwiastkow wielomianu W(x) oraz wartoscia wspotczynnika przy najwyzszej 
potedze zmienngj x. 

1) y=x3+ x2— 5x—5, czyli 

y=(x+ 1)(x-J5)(x +5) 
Ne 

Funkcja y = W(x) ma trzy miejsca zerowe: 

Ey5ya1 v5: 
Liczby eA S15 sq jednokrotnymi 

pierwiastkami wielomianu 

W(x) = (x + 1)(x—/5)(x+ V5). 

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze 

zmiennej jest dodatni (a3= 1). 

2) y= 0,5x® — 3,5x5 + 7,5x4— 4,5x3, 
czyli 

y =0,5x3(x— 1)(3 — x) 
Yi 

1 gt 

T 

| 

Funkcja y = W(x) ma trzy miejsca zerowe: 

051 oraz 3. 

Liczby 0, 1, 3 sa pierwiastkami wielomianu 

W(x) = 0,5x3(x — 1)(3 — x)2, przy czym: 

0 — pierwiastek trzykrotny 

1 — pierwiastek jednokrotny 

3 — pierwiastek dwukrotny 

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze 

zmiennej jest dodatni (a6= 0,5). 

3) y=—x* + 6x3— 13x24 12x — 4, czyli 

y¥=(x—2)- (1—x)? 

a 
xX 

Funkcja y = W(x) ma dwa miejsca zerowe: 

1 oraz 2. 

Liczby 1 oraz 2 sq pierwiastkami wielomianu 

W(x) =—(x — 2)? - (1 — x), przy czym: 

1 — pierwiastek dwukrotny 

2 — pierwiastek dwukrotny 

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze 

zmiennej jest ujemny (a4=~—1). 

als! 
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4) y = 10x? — 70x8 + 190x? — 250xé + 

+ 160x5 — 40x, czyli 

y = 10x*(x — 2)2 - (x-1)3 

Funkcja y = W(x) ma trzy miejsca zerowe: 

0, 1 oraz 2. \ 

Liczby 0, 1, 2 sq pierwiastkami wielomianu 

W(x) = 10x*(x — 2)? - (x— 1)3, przy czym: 

0 — pierwiastek czterokrotny 
1 — pierwiastek trzykrotny 

2 — pierwiastek dwukrotny 
Wspoiczynnik przy najwyzszej potedze 

zmiennej jest dodatni (a9= 10). 

5) y =—4x3 + 12x2— 9x + 2, czyli 

y=—4(x— 0,5)? - (x-2) 

0 1 1% 
2 

Funkcja y = W(x) ma dwa miejsca zerowe: 

0,5 oraz 2. 
Liczby 0,5 oraz 2 sq pierwiastkami 

wielomianu 

W(x)=—4(x — 0,5)? - (x — 2), przy czym: 

0,5 — pierwiastek dwukrotny 

2 — pierwiastek jednokrotny 

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze 

zmiennej jest ujemny (a3=-4). : 

6) y= 0,25(x — 5)? - (x-—4)2- (1-x)3 

Y, 

1. 345 
0 7 

Funkcja y = W(x) ma trzy miejsca zerowe: 

1, 4 oraz 5. 

Liczby 1, 4, 5 sq pierwiastkami wielomianu 

W(x) = 0,25(x— 5)? - (x— 4)? - (1 —x)3, przy 
czym: 

1 ~ pierwiastek trzykrotny 

4 —pierwiastek dwukrotny 

5 — pierwiastek dwukrotny 

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze 

zmiennej jest ujemny (a7=—0,25). 

7) y =—0,01x2 - (x + 3)6 Funkcja y = W(x) ma dwa miejsca zerowe: 
—3 oraz 0. 

Liczby —3 i 0 sq pierwiastkami wielomianu 

W(x) =—0,01x? - (x + 3)®, przy czym: 

—3 — pierwiastek szesciokrotny 

0 — pierwiastek dwukrotny 

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze 

zmiennej jest ujemny (ag=—0,01). 
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Czy po analizie tych kilku przyktadow mogtbys naszkicowaé wykres funkcji wie- 
lomianowej? Wykres funkcji wielomianowej ma ksztatt ,wezyka”, kt6ry mozemy 

naszkicowa€ na kartce bez odrywania otéwka. Wykres ,,spotyka sie z osiq OX” tylko 

w tych jej punktach, ktore sq pierwiastkami wielomianu. Jesli pierwiastek ma krot- 
nosé nieparzysta, to wykres ,,przechodzi” na druga strone osi OX; ale jesli napotka 

pierwiastek o parzystej krotnosci, to ,,odbija sie” od osi OX. Istotna jest tez infor- 

macja, jak rozpocza¢é szkicowanie wykresu. Na pewno zauwazytes, ze gdybySmy 

rozpoczeli szkicowanie z prawej strony kartki, wowczas linie kreSlilibySmy od gory 

wtedy, gdy wspotczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej wielomianu jest do- 

datni, a od dotu wtedy, gdy wspotczynnik ten jest ujemny. 

Przyktad if 

Kierujac sie powyzszymi spostrzezeniami, naszkicujemy wykresy funkcji wielo- 

mianowych: 

a) y=—0,2x(x + 3)(2 —x)(x+1) b) y=-(x + 2)(x- 1), 
a nastepnie porOwnamy otrzymane wykresy z wykresami sporzadzonymi przez 
komputer. 

Ad a) Wielomian W(x) = —0,2x(x + 3)(2 — x)(x + 1) ma cztery pierwiastki jedno- 

krotne: —3, —1, 0 oraz 2. Wspotczynnik a4, przy najwyzszej potedze zmiennej, jest 

dodatni, poniewaz a, =—0,2 -1- (—1)-1=0,2. 

Otrzymujemy szkic wykresu funkcji Wydruk komputerowy 

y =—0,2x(x + 3)(2 —x)(x+ 1) Y 

Ad b) Wielomian W(x) =—(x + 2)?(x— 1) ma dwa pierwiastki: —2 (dwukrotny) oraz 1 

(jednokrotny). Wspdtczynnik a3, przy najwyzszej potedze zmiennej, jest ujemny, 

poniewaz a3=—1-1-1=-~1. 

Otrzymujemy szkic wykresu funkcji Wydruk komputerowy 

y=—(x+ 2)’: (x-1) y 

be 
=2 Xx 

0 +—+ aaa 
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Zauwaz, ze szkic wykresu funkcji wielomianowgj jest wystarczajacy, aby okreslic, 

dla jakich argumentéw funkcja wielomianowa przyjmuje wartosci dodatnie (nie- 

dodatnie), a dla jakich ujemne (nieujemne). Ten fakt wykorzystamy w rozwiazy- 

waniu nieréwnosci wielomianowych, kt6re oméwimy w nastepnym temacie. 

Przyktad 2 

Na rysunku obok przedstawiony jest fragment wykresu 

funkcji wielomianowej y = W(x), gdzie st.W(x) = 3. Do 

wykresu funkcji nalezg punkty A(—1, 0), B [ — : ,-l Ne 
27 

oraz C(1, 0). 
a) Odczytamy z wykresu, dla jakich argumentow funk- 

cja przyjmuje wartosci ujemne. 

b) Ustalimy wzor funkcji y = W(x). 

Ada) Funkcja y= W(x) przyjmuje wartosci ujemne wtedy, gdy x € (—1, 1) U (1, +0). 

Ad b) Z wykresu mozemy odczyta¢, ze wspétczynnik wielomianu W(x) przy x? jest 

liczba ujemng (st.W(x) = 3) oraz wielomian W(x) ma dwa pierwiastki: —1 (pierwias- 

tek jednokrotny), a takze 1 (pierwiastek dwukrotny). Stad wzor funkcji jest 

nastepujacy: 

y=a(x+ 1)(x—1), gdzie a < 0. 

Wspotczynnik a obliczymy, korzystajac z informacji, ze do wykresu funkcji nalezy 
1 5 

unkt B| ——, -1— |. Mamy: 
E 3 5) y 

2 

8220 ay : ae, , wiec _ 32 _ ggs2 czyli a=-1. 
3 3 27 27 

Zatem y=—(x + 1)(x—1)?, czyliy=—x?+ x2+x -1. 

Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji y=—x?+ x?+x—1. Funkcja 

przyjmuje wartoSci ujemne wtedy, gdy x € (—1, 1) U (1, +0). 

Prayktad 3. 
Na rysunku obok przedstawiony jest fragment wykresu 

funkcji wielomianowej y = W(x), gdzie st.W(x) = 4. Do 

wykresu funkcji naleza punkty A(—2, 27), B(—1, 32), 

C(0,19); 

Miejscem zerowym funkcji jest liczba 1. 

Ustalimy wzor tej funkcji. 

Na podstawie wykresu funkcji mozemy stwierdzi¢, ze wspétczynnik przy najwyz- 

szej potedze zmiennej (x*) jest liczba dodatnig (a, > 0) oraz liczba 1 jest pierwiast- 
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kiem wielomianu W(x) o krotnosci parzystej. Poniewaz st.W(x) = 4 wnioskujemy, ze 
1 jest pierwiastkiem dwukrotnym lub czterokrotnym. Na podstawie ,,ksztaltu” wy- 
kresu stwierdzamy, ze 1 nie jest czterokrotnym pierwiastkiem wielomianu. W prze- 

ciwnym razie wzor funkcja wielomianowa miatby posta¢é 

y=a(x-1)*,a>0, 

a je) wykres powstatby przez przesuniecie rownolegte wykresu funkcji 

y=ax* o wektor u= [1, 0] 

i bytby symetryczny wzgledem prostej 0 rownaniu x = 1. 

Zatem liczba 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x), czyli 

W(x) = (x— 1)? - Q(x), gdzie 

Q(x) = ax? + bx+c,a>0 

Stad wzor funkcji wielomianowej ma posta¢ 

y=(x—1)?- (ax?+ bx+c), gdziea > 0. 

Punkty A(—2, 27), B(—1, 32) oraz C(0, 19) naleza do wykresu funkcji, wiec: 

27 =9-(4a-—2b+c) /:9 4a—2b+c =3 2a—b=-8 (iS) 

32=4-(a—bt+c) /:4 =sa—b+c=8 &.<a-b=-l11S+b=14 

19=c Cal9 C= 19 G19 

Otrzymujemy: 

y=(x—1)?- (3x2+14x+19) =(x?—2x+1)(3x?+ 14x+19) =3x*+8x3— 6x?—24x+19 

Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji wielomianowej okreslonej wzorem 

y = 3x* + 8x3 — 6x*— 24x +19 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Naszkicuj wykresy funkcji wielomianowych: 

a) y=(x+3)(x-1)(2-x) b) y=—2(x + 2)?(x—5)(x+ 1) 

c) y=-3(x+ 2)>(x?- 4) d) y=3(x?+ 4x + 4) (x24 6x + 9)x 
e) y=(x+4)*(x-1)° f) y=—0,8 - (x—1)3(x- 6)’ 

2. Na rysunku obok przedstawiony jest fragment 

wykresu funkcji wielomianowej y = W(x), gdzie 

st.W(x) = 3. Do wykresu funkcji nalezq punkty 

A(—2, 0), B(1, 0) oraz C(0, —4). 

a) Ustal wz6r funkcji y = W(x). 

b) Wykres funkcji y= W(x) przeksztatcono przez 

symetrie osiowq wzgledem osi OY i otrzymano 

wykres funkcji y = Wi(x). Napisz wz6r funkcji 

y= W(x). 
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Nieroéwnosci wielomianowe 

Definicja 1. 
Nieréwnoscia wielomianowg stopnia n nazywamy nierdwnoSs¢, ktérg mozna 

przeksztatci¢ rownowaznie do postaci: 

W(x) <0 lub W(x) <0, lub W(x) 20, lub W(x) >0, 

gdzie W(x) jest wielomianem stopnia n (n € N). 

Rozwiaza¢ nier6wnosé W(x) > 0 to odpowiedzieé na pytanie: ,,Dla jakich x wartos¢ 

wielomianu W(x) jest nieujemna?” albo ,,Dla jakich argumentéw funkcja wielo- 

mianowa y = W(x) przyjmuje wartosci nieujemne?”. 

Odpowiedz na pytanie: ,,Co to znaczy rozwiaza¢ nier6wnosé W(x) < 0, W(x) < 0, 

W(x) > 0?”. 

Aby odpowiedzie¢ na pytanie: ,Dla jakich x wartos¢ wielomianu W(x) jest nie- 

ujemna?”, wygodnie jest roztozy¢ wielomian W(x) na czynniki mozliwie najniz- 

szego stopnia, okresli¢ znaki poszczegélnych czynnikéw rozktadu, a nastepnie 

ustali¢ znak iloczynu tych czynnikow. Do tego celu stuzy tzw. ,,siatka znakéw’”. 

Przyktad 1. 
Ps ee 

Rozwiazemy nier6wnoSsé —x? + 4x* > 5x— 2 za pomoca , siatki znakow’”. 

Sprowadzamy nieréwnosé wielomianowg do postaci: 

—x? + 4x2- 5x4+2>0 

Nastepnie rozktadamy wielomian 

W(x) =-x3 + 4x2-5x+2 

na czynniki, np. metoda grupowania wyrazéw. W tym celu wyraz —5x zapiszemy 
w postaci —4x — x. Mamy: 

W(x) =-x3+ 4x?—5x+ 2 = (—x34+ 4x?— 4x) —x+ 2 =—x(x?- 4x4 4)—1-(x-2)= 

=-x- (x—2)?-1- (x- 2) =-(x— 2)(x?- 2x + 1) =-(x— 2)(x-1)? 

NieréwnoSé —x? + 4x? > 5x — 2 jest rownowazna nieréwnosci 

-(x-2)(x-1)*3 0 
Teraz przystepujemy do utworzenia tabeli zwanej ,,siatka znakéw’”. 

W pierwszej kolumnie od lewej strony wypisujemy kolejne czynniki wynikajace 

z rozktadu wielomianu. W gornym wierszu zapisujemy przedziaty liczbowe, ktére 

zostaly wyznaczone na osi OX przez pierwiastki wielomianu: 1 oraz 2. W kolumnach 
pod przedziatami umieszczamy znaki przyjmowane w tych przedziatach przez 

poszczegolne czynniki. Ostatni wiersz tabeli informuje nas o znakach wielomianu 
W(x) w poszczegolnych przedziatach. 
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END (1, 2) 2 (ees 
—(x—2) + | + 0 - 

(x—1) + | + it 

W(x) =—(x—2)(x-1)2 Fh tie + 0 S 

Z tabeli odczytujemy, ze 

W(x) >0 & xe (%, 2) 

Zbiorem rozwiazan nierdwnosci —x? + 4x? > 5x — 2 jest przedziat (00, 2). 

Rozwiazujac nier6wnos¢ kwadratowa, postugiwates sie wykresem funkcji kwa- 

dratowej. Nierownosé wielomianowg stopnia wiekszego od 2 mozemy rozwiaza¢é 
podobnie. 

Rozwiaza¢ nieréwnosé W(x) > 0 to odpowiedzie¢ na pytanie: ,,Dla jakich argu- 

mentow funkcja wielomianowa y = W(x) przyjmuje wartosci nieujemne?”. 

Przyktad 2. 

Rozwiazemy nierédwnosé —x? + 4x? > 5x — 2, korzystajac z wykresu funkcji wielo- 
mianowej. 

Podobnie jak w przyktadzie 1., przeksztatcamy nier6wnos¢ rownowaznie do postaci 

=x 4x*—5x+2 > 0, 

a nastepnie wielomian W(x) wystepujacy po lewej stronie nier6wnosci zapisujemy 

w postaci iloczynowej 

W(x) =—-(x -2)(x- 1)? 
Teraz wystarczy naszkicowa¢é wykres funkcji 

y=-(x-2)(x- 1) 
Funkcja ma dwa miejsca zerowe 1 oraz 2 (liczba 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem 
wielomianu W(x); liczba 2 jest jednokrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x)). 

Wykres szkicujemy od prawej strony od dotu, bo wspétczynnik przy x? jest ujemny 

(a3=-1). Otrzymujemy: 

+++4+4++ ++++ 

—(x—2)(x-1)?20 = xe (-~%, 2) 

Zbiorem rozwiazan nieré6wnosci —x? + 4x* > 5x — 2 jest przedziat (—~, 2). 
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Przyktad 3. 

Wykazemy, ze nier6wnoSé x® + 4x°— 2x° — 8x? + x? + is: 0 jest spelniona przez do- 

wolng liczbe rzeczywista. 

Roztozymy wielomian 

W(x) = x8 + 4x®— 2x5— 8x3 + x?+ 4 

na czynniki. Mamy: 

W(x) = x8 + 4x®— 2x9 — 8x3 + x24 4 = x°(x? + 4) — 2x3(x? + 4) + 1(x?4 4) = 

= (x2 + 4)(xo— 2x3 + 1) = (x?+ 4) (x3-1)° 

I sposéb - ustalamy znak iloczynu na podstawie znakow czynnikow. 

e Ax*+4>0, bosuma liczby nieujemnej i dodatniej jest dodatnia 
xeR 

® as (x3 -1)° > 0, bo kwadrat dowolngj liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna 

e iloczyn liczby dodatniej i nieujemnej jest liczba nieujemna, wiec dla dowolnej 

liczby x € R prawdziwa jest niero6wnosé (x* + 4)(x?- 4). = 0; 

Il sposob - korzystamy ze szkicu wykresu funkcji wielomianowej y= (x?+4)(x3—1)”. 
W tym celu przeksztatcimy wzor funkcji wielomianowej do postaci: 

y= (x24 4)[(-1)(x?+x+4 1)]’ = 

= (x2+4)(x24+x+41)*(x-1)° 
Funkcja ma tylko jedno miejsce zerowe: 1. 

Liczba 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu. 

Ponizszy rysunek przedstawia szkic wykresu funkcji y=x°+ 4x°— 2x°— 8x3 + x74 4. 

+++4++ t++t++4+t+ 
> 

1 X 

Na podstawie wykresu wnioskujemy, ze dla wszystkich argumentow rzeczywistych 

wartosci funkcji sq nieujemne, czyli 

DL X28 +4Ax®— 2x°— 8xe + x2 +4 5 0 
xeER 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych nier6wnosé 

x4 + (m—2)x’+m-+1 > 0 jest spetniona przez dowolna liczbe rzeczywista. 

Dang nierownos¢ speinia kazda liczba rzeczywista, gdy wykres funkcji wielomiano- 
wej y=x*+(m-—2)x*+m + 1 znajduje sie nad osia OX. Poniewaz wspotczynnik przy 
x“ jest dodatni, wiec warunki zadania sq spetnione wtedy, gdy funkcja wielomiano- 



Nier6wnosci wielomianowe 

wa nie ma miejsc zerowych; czyli rownanie x*+ (m— 2)x*+m+ 1=0 jest sprzeczne. 
Sprowadzamy rownanie 

() x*+(m—2)x?+m+1=0 

do rownania kwadratowego przez podstawienie x? = ti otrzymujemy rownanie: 

(*) t+(m-2)t+m+1=0 

Rownanie (*) nie ma rozwiazan wtedy i tylko wtedy, gdy: 

i rownanie (**) nie ma rozwiazan_ lub 

Il. rownanie (**) ma jedno rozwiazanie to, ktore jest liczba ujemna_ lub 
Hl. rownanie (**) ma dwa rozwiazania ty, tz, kt6re sq liczbami ujemnymi. 

Otrzymujemy nastepujace warunki: 

ALO 
NA) 

LA<0 lub II. lub Il Gc 0 
ba0 

t,t, 0 

Obliczamy: 

e A=(m-—2)*—4(m+1)=m?—8m=m(m-8) 

m4 al e tit+t=2-—m ° ti-t=m+1 
2 

Teraz kolejno rozwigzujemy warunki. 

AdIl. A<0 © m(m-8)<0 © me (0,8) 

A=0 pine i= 9 m €{0, 8} 
Ad Il. 5 oom = = m=8 

ee | eye <0 es 

A>0 m(m-—8)>0 m €(—o, 0) U(8, +00) 

AOU, +i <0 > 22 —m. <0 & {me(2, +0) =m eé(8, +0) 

beta) m+1>0 m €(-1, +0) 

Ostatecznie otrzymujemy: 

[m < (0,8) v m=8 v me (8,+%)] = me (0, +=). 
Rownanie x* + (m— 2)x*+m+1=0 nie ma rozwigzan wtedy, gdy m é (0, +00). 

Zatem nierOwnos¢ x* + (m— 2)x*+m-+1 > 0 jest spetniona przez kazda liczbe rze- 

czywista wtedy, gdy m e€ (0, +). 

Spra wdz, CZV rozumiesz 

1. Rozwiaz nier6wnosci: 

a) (x?—4)(x-2)*(x+ 1)?>0 b) @—1) (22x42) <0 

c) —x*+ 2x3+ 7x?—20x+12 <0 d) —2x?— 3x? > 8 -— 18x 

2. Wykaz, ze nier6wnosé x* + 3x? + 10x’ + 3x + 9 > 0 jest spetniona przez kazda 

liczbe rzeczywista. 
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Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzanie 
ulamkow algebraicznych 

Definicja ie 

Utamkiem algebraicznym jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy wyrazenie 

Wx) 
P(x)’ 
i P(x) #0. 

, ktorego licznikiem jest wielomian W(x), a mianownikiem wielomian P(x) 

Dziedzina utamka algebraicznego os jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, 
x 

dla ktorych wielomian P(x) nie przyjmuje wartoSsci zero, czyli D = R— {x: P(x) = 0}. 

Przyktadami utamkow algebraicznych sq wyrazenia: 

4 gdzie D = R—{0} 
x 

Xoo DER 122) 
x°+8 

x?+5x -6 
(x +5)(x —1)x’ gdzie D — R- {—5, 0, Ie 

Podobnie jak w przypadku liczb wymiernych, na utamkach algebraicznych mozna 

wykonywaé dziatania arytmetyczne. Mozna je rowniez skraca¢ i rozszerza¢. W tym 
temacie oméwimy skracanie i rozszerzanie utamkow algebraicznych. 

Skracanie ulamkow algebraicznych 

Aby skrocié utamek algebraiczny: 

1) przedstawiamy wielomiany, wystepujace w liczniku i mianowniku utamka, 
w postaci iloczynowej (0 ile to mozliwe); czynniki iloczynu powinny byé moiZli- 
wie najnizszego stopnia; 

2) okreslamy dziedzine utamka; 
3) dzielimy licznik i mianownik utamka przez ich wspdlne czynniki (skreslamy 

jednakowe czynniki). 



° 

Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzanie utamkéw algebraicznych 

Przyktad VE : 

Skrécimy utamek algebraiczny Bxt+ 6x" 
x ‘4x? 

3x°+ 6x? a e rozktadamy wielomiany w liczniku i mianowniku utamka 
xt 4x? na czynniki: 

3x3 + 6x? = 3x*(x + 2) 

x* — 4x? = x2(x?— 4) = x?(x— 2)(x+ 2) 

< 3x°(x +2) _ | zaktadamy, ze kazdy czynnik mianownika jest rézny od 

x?(x —2)(x +2) zera: 
x#0,x#2,x#-2, czyli D=R-— {—2, 0, 2} 

“ 3x7 (+27 1 _ | @ dzielimy licznik i mianownik przez ich wspdlne czynniki; 

AC (x — 2)02+2f1 ey 
ays. (skreslamy jednakowe dla licznika i mianownika czynniki) 

x—Z 

3x*+ 6x? 
Utamek ———— po skroéceniu ma posta¢é : D=R - {-2, 0, 2}. 

x*-4x’ 2 
, 

XxX — 

Przyktad 2. 
RRs @ #3} } 

DK x TREO 

Rely ax 2 
Skrécimy utamek algebraiczny 

e Rozktadamy wielomiany 

W(x) = 2x3 — x*— 7x + 6 oraz P(x) = x? + 2x*-x-2 

na czynniki. 

Wykorzystujac twierdzenie o wymiernych pierwiastkach wielomianu 0 wspéiczyn- 
nikach catkowitych, ustalamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu 

W(x) = 2x?—x?—7x+6 (W(1) =0). Wielomian W(x) jest wiec podzielny przez dwu- 

mian (x— 1), na mocy tw. Bezouta. Wykonujemy dzielenie. 

| 
- : ———_——— = Au, ee : ae Sr aT ce 

ha leet ae ed a a 
aS oe Ree AiG). x ap aoe ape 1 

4 -6 

Zatem W(x) = (x — 1)(2x*+x- 6). 

Tréjmian kwadratowy 2x’ + x — 6 zapisujemy w postaci iloczynowej 

2x2+x-—6=(x+2)(2x—3) (sprawdz!). Stad 

W(x) = (x — 1) (x + 2)(2x- 3) 

Wielomian P(x) =x? + 2x*—x-—2 rozktadamy na czynniki metoda grupowania wyrazow. 

P(x) = x3 + 2x?-x— 2 =x2(x + 2) —(x+ 2) =(x+ 2)(x?- 1) =(&+2@-DO+D 
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e Utamek przedstawiamy w postaci 

2x°—x*-7x+6 (x -1)(x +2)(2x — 3) \ 

x°42x2—x—-2 (x +2)(x -1)(x +1) 

Okreslamy dziedzine utamka. Kazdy czynnik mianownika jest rozny od zera: 

x+240, x-1#40, x+1#0, stad 

D=R-{2,-1, 1} 

Dzielimy licznik i mianownik utamka przez ich wspOlne czynniki. 

2x°—x°—7x +6 We t+ 22x =e) 2k 

Mk SNe ‘e+ 2] De —4F(x +1) x41 

. gdzie D = R — {—2, -1, 1}. Po skréceniu utamek ma posta¢ coi 7 
+ 

Rozszerzanie utamkow algebraicznych 

Aby rozszerzy¢é utamek algebraiczny: 

1) okreslamy dziedzine utamka; 

2) mnozymy licznik i mianownik utamka przez niezerowy wielomian i zaktadamy, 

ze wielomian ten nie przyjmuje wartosci rownej zero; 

3) wykonujemy mnozenie wielomianow w liczniku i mianowniku utamka. 

Przyktad oe 

x-3 
a) Rozszerzymy utamek — 

x 
tak, aby jego licznik byt rowny (x — 3)(x+ 1). 

tak, aby jego mianownik byt rowny x? — 4x. b) Rozszerzymy utamek t 
x+2 

x-3 
x? 

Ad a) Dziedzing utamka jest zbior R — {0}. 

Aby otrzyma¢ utamek o liczniku (x — 3)(x + 1), nalezy licznik i mianownik utamka 

=~ pomnozy€¢ przez wielomian (x + 1), przy zatozeniu, ze x #—1. Otrzymujemy: 
x 

x—-3_ (x-3)-(x+1)_ x’-2x-3 

x? xo (x 1) x? +x? 

~3 ; _X°-2x -3 
ae po rozszerzeniu ma posta¢ —> gdzie D = R — {-1, 0}. Utamek 

Ad b) Dziedzing utamka 
Phi: 

est zbior R — {—2}. 
De rail 

Roztézmy wielomian W(x) = x°— 4x na czynniki: 

W(x) = x(x — 2) (x + 2) 



Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzanie utamkow algebraicznych 283 

Zauwaz, Ze wsréd czynnikow wielomianu W(x), oprécz czynnika (x + 2), wystepuje 
czynnik 

x(x — 2), czyli x*— 2x. 

Zatem licznik i mianownik utamka 
7 

X+2 

nalezy pomnozy¢ przez 

G7=2x) 
przy zatozeniu, ze 

x#O0ix+#2. 

Mamy wiec: 

Pee AX. 28) ee 1x 14x 

X+2 (x+2)(x?-2x)  x?-4x 

7x = 14x 
3 

, gdzie D=R — {-2, 0, 2}. 
x°—-4x 

7 : ; 
Utamek 5 po rozszerzeniu ma postac 

x + 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Skroé nastepujace utamki algebraiczne. Podaj konieczne zatozenia. 
2 ane _ £2 =} = b) (x -1) ef (x —5) 

16x (1 —x)* x?—5? 

x?-81 ; x?—5x +6 x (x?+2x +1) 

x°-18x +81 2x?-7x +3 x°+x7+5x+5 

2. Skrdé nastepujace utamki algebraiczne. Podaj konieczne zatozenia. 
2x?4+5x?-4x —3 x°—3x?-9x —5 

a) b). 
x?4+3x’-x-3 x°—2x*+x 

x *—13x"+36 d) x?—3x +2 

x°+x?— 6x x°—x?-4x +4 

3. Rozszerz utamki algebraiczne tak, aby miaty wskazany licznik (mianownik). 

Podaj konieczne zatozenia. 
2 Apes ee lOx eet 

a) —=—— b) - 
xaeeaye 3x 

3 5 ce ep d) Sweex =X 

3-xX x —9 x-1 

So cedie x?+3  x°—2x'+3x -—6 

x+6  x(x’?+5x-6) x'-4 
e) 
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Dodawanie i odejmowanie ulamkow 

algebraicznych 

Dodawanie i odejmowanie utamkow algebraicznych wykonujemy podobnie jak do- 

dawanie i odejmowanie utamkow arytmetycznych. 

Dodawanie i odejmowanie utamkow algebraicznych o jednakowych 

mianownikach 

W wyniku dodawania dwoch utamkow algebraicznych 0 tym samym mianowniku 
otrzymujemy utamek algebraiczny, ktérego licznik jest suma wielomianow wyste- 

pujacych w licznikach tych utamkow, a mianownik jest wielomianem wystepu- 

jacym w mianowniku kazdego ze sktadnikow. 

Dziedzing otrzymanego utamka algebraicznego jest zbidr tych wszystkich liczb rze- 

czywistych, dla ktérych wielomian wystepujacy w mianowniku kazdego z utamkéw 

nie przyjmuje wartosci rownej zeru. 

Podobnie, w wyniku odejmowania dwoch utamkow algebraicznych 0 tym samym 

mianowniku otrzymujemy utamek algebraiczny, ktorego licznik jest r6éznica wie- 

lomianu wystepujacego w liczniku pierwszego utamka i wielomianu wystepujacego 

w liczniku drugiego utamka, a mianownik jest wielomianem wystepujacym w mia- 

nowniku kazdego z utamkow. Dziedzine wyrazenia wyznaczamy tak samo, jak 
w przypadku dodawania. 

Przyktad 1 

Wykonamy dodawanie utamkow: 
a) 4 Pe Soar b) 3x -1 < 21x 

X+6 x+6 2x°-8x 2x*-—8x 

Ad a) Kazdy utamek jest okreslony wtedy, gdy x #—6, wiec D = R— {6}. Otrzymujemy: 
4 A ae Anan Dye toe 

Xx+6 x-+6 x +6 x +6 

4 x-5 
+ 

6 x+6 
W wyniku dodawania utamkow 

x 
otrzymalismy utamek — gdzie 

DeReoer al 

Ad b) Najpierw nalezy okresli¢ dziedzine kazdego z utamkow. W tym celu rozktada- 

my wielomian wystepujacy w mianowniku utamkow na czynniki. 

2x? — 8x = 2x(x — 2)(x + 2) 

Teraz zaktadamy, ze kazdy czynnik wielomianu, ktory nie jest stata, jest rézny od 
zera. Otrzymujemy: 

x#0,x#2,x #-2, wiec 

D=R- {-2, 0, 2) 
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Przystepujemy do dodawania utamkow. 

3x -1 ae Bowed Xe Beek oe Lite X Pere xo) 

2x°-8x 2x*—8x 2x>— 8x 2x>— 8x 

W wyniku dodawania utamkéw 2% —1_ , _2=7% otrzymaligmy utamek sak lL 
2x°-8x 2x*-8x 2x?— 8x 

gdzie D=R — {—2, 0, 2}. 

Przyktad wa 

2X OX = G Wykonamy odejmowanie utamkow: 
x?~9x x?-9x 

Najpierw okreslimy dziedzine kazdego z utamk6éw. W tym celu rozktadamy wielo- 
mian wystepujacy w mianowniku utamkow na czynniki. 

x?— 9x =x(x-9) . 

Zaktadamy, ze kazdy czynnik wielomianu jest rézny od zera, czyli: 

x# 0, x #9, wiec 

D=R-—({0, 9} 

Teraz mozemy przystapi¢ do odejmowania utamkow. 

eke 8 eS [5x — 8) _ 2x —3-5x+8 _ —3x +5 

x?-9x  x?-9x | x’—9x x’—9x x’—9x 

W wyniku odejmowania ulamkéw mallee a ae otrzymalismy utamek poles > 
x’-9x x’—9x x?—9x 

gdzie D = R — {0, 9}. 

Dodawanie i odejmowanie utamkow algebraicznych o réznych mianownikach 

Dodawanie (odejmowanie) dwoch utamk6ow algebraicznych 0 réznych mianowni- 

kach polega na sprowadzeniu tych utamkéw do wsp6lnego mianownika, a nastep- 
nie dodaniu (odjeciu) utamk6éw o jednakowych mianownikach. 

Aby dodaé (odja¢) dwa utamki algebraiczne 0 réznych mianownikach: 

1) rozktadamy (0 ile to mozliwe) wielomiany wystepujace w mianownikach 

utamk6w na czynniki moZliwie najnizszego stopnia, a nastepnie okreslamy dzie- 

dzine kazdego z utamkow. Dziedzing utamka algebraicznego, ktory jest suma 
(réznica) danych utamkow, jest czes¢ wspolna dziedzin utamkow, ktore dodaje- 

my (odejmujemy); 
2) ustalamy wspélny mianownik utamkow; wspolny mianownik tych utamkow jest 

iloczynem wszystkich czynnikow mianownika jednego utamka i tych czynnikow 

mianownika drugiego utamka, kt6rych nie ma w pierwszym; 

3) rozszerzamy utamki do ich wsp6lnego mianownika; 

4) dodajemy (odejmujemy) utamki 0 wspéInym mianowniku. 
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Przyktad 3 

Wykonamy dodawanie: 
fe eX x" x4+3 4 
ae b) 5+ Cc == 

2 x» x-1 J 2x —3 ) yo=0y XZ 

Ad a) Ustalamy dziedzine: pierwszy utamek jest okreslony wtedy, gdy x # 0; drugi 

utamek - wtedy, gdy x 4 1; zatem 

D=R-({0, 1} 

Teraz sprowadzamy utamki do wspolnego mianownika. WspolInym mianownikiem 

tych utamkow jest iloczyn ich mianownik6w, czyli wielomian 

x(x-1) 

Rozszerzamy kazdy z utamkow do ich wsp6lnego mianownika: licznik i mianownik 

pierwszego utamka mnozymy przez (x — 1), a licznik i mianownik drugiego utamka 

mnozymy przez x. Nastepnie dodajemy utamki o tych samych mianownikach. 

Otrzymujemy: : 

1 .2+x_ x-1 , x(2+x)_ x-14+2x4+x? _ x? +3x-1 
x x-1 x(x-1) x(x-1) x(x -1) x(x -1) 

2 

W wyniku dodawania utamkow a + boas otrzymalismy utamek ga ETS gdzie 
RIL x(x —1) 

D=R-({0, 1}. ; 

x? 

Ad b) Ustalamy dziedzine utamka 5 + an 

vb 
Zauwazamy, ze liczbe 5 mozemy zapisa¢ w postaci utamka algebraicznego 

5(2x — 3) 

2x —3 

Teraz dodajemy utamki 0 jednakowych mianownikach. 

Xd OX SB) het X eg AU ILS 

d Weare: 
. Mamy: x # 1—, wiec 

—3 Z . 

a lee, A 
, przy zatozeniu, ze x # ie 

5 = 
2X35" BLN 3 2x —3 2x —3 

2 2 

W wyniku dodawania 5 + = 3 otrzymalismy utamek a". gdzie 

refi) 
Ad c) Rozktadamy na czynniki mianownik pierwszego utamka sumy Sake + : 

ye ion kee 
Mamy: 

x? — 2x = x(x—2) 

Okreslamy dziedzine: pierwszy utamek jest okreSlony wtedy, gdy x 4 0ix#2,adru- 
gi — wtedy, gdy x # 2. Zatem dodawanie jest okreslone wtedy, gdy 

XA OLX 2,.Czyli 

D=R-—{0, 2} 
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Sprowadzamy utamki do wspélnego mianownika. W rozktadzie na czynniki mia- 
nownika pierwszego utamka wystepuja czynniki 

(x— 2) oraz x, 

a w mianowniku drugiego utamka wystepuje tylko wyrazenie 

(x—2) 
Zatem, aby otrzyma¢ wsp6olny mianownik 

x(x— 2), 

nalezy drugi utamek rozszerzy¢, mnozac jego licznik i mianownik przez x. Otrzy- 
mujemy: 

x+3 ee Se AX = X+3+4xX  Sx+3 

ee x2) X(K—2) (x= 2x x(k =2) x2 2x 

W wyniku dodawania utamkow - nie + z otrzymalismy utamek agate ; 
Nee OX Meee x°— 2x 

gdzie D = R— {0, 2}. 

Przyktad 4. 

Wykonamy odejmowanie ulamkow: 
Xt Ages 3 

a) - 
x=5 5=x 

4 1 
b) 2 qe: 

Kear ek ok 12 

c) x 1 

moe Ox 12) x 7x +6x 

Ada) Chcemy wykonaé odejmowanie e: ‘S - = = =A Kazdy z utamkow jest okreslo- 
x- —xX 

ny, jesli x # 5, wiec 

D=R-{5} 

Zauwaz, ze mianownik drugiego utamka mozemy zapisa¢ w postaci: 

—(x-5) 
Zatem réznice utamk6éw mozemy zapisa¢ w postaci sumy utamkéw o jednakowych 

mianownikach. 
x+4 3x-3 _x+4 3x = eA tte ok ae 

SS SSP a ea ee oe 

Obliczamy: 
x+4 Bx 53 X44 8% 3, 4x t1 

Y=—5 S-x x-5 x-—-5 x-5 

ee ee otrzymalismy utamek Aves 
x-5 5-x x—5 

W wyniku odejmowania utlamkow 

gdzie D=R — {5}. 

287 
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1 

VL DXE ON SION ON 
Ad b) Wykonamy odejmowanie 

4 uf e rozktadamy wielomiany w mianowni- 

xox | Bx2=t2 kach utamkow na czynniki: 

x* — 2x =x(x- 2) 

3x? — 12 = 3(x?—4) = 3(x—2)(x +2) 
e ustalamy dziedzine: x # 0,x #4 2,x#-2, 

wiec 

D=R-{-2,0, 2} 

Sedat 1 2 
EX(k 2) ol Oe) 

4 ae OAK He) a Lex = | e znajdujemy wspolny mianownik: 
3x(x —2)(x +2) 3x(x —2)(x +2) 3x(x— 2)(x + 2) 

12x +24 x = = | e rozszerzamy utamki do wspOlnego mia- 

3x(x —2)(x +2) 3x(x —2)(x +2) nownika: pierwszy rozszerzamy przez 
3(x + 2), drugi rozszerzamy przez x 

11x +24 est. ; , 
ae See e odejmujemy utamki 0 wspdlnym mia- 

3x(x — 2)(x +2) ae nilch 

W wyniku odejmowania utamkéw otrzymalismy utamek 
x?—2x  3x?—12 

eines , gdzie D=R - {-2, 0, 2}. 
3x(x —2)(x +2) 

x il 
Ad c) Wykonamy odejmowanie — ; 

x°—5x?38x4+12 x°—7x*+6x 

e Rozktadamy wielomiany 

W(x) =x?—5x?-—8x+12 oraz F(x) =x?—7x?+ 6x, 

wystepujgce w mianownikach utamkow, na czynniki. 

Wielomian W(x) = x? — 5x? — 8x + 12 ma wspotczynniki catkowite i wspétczynnik 
przy x? jest rowny 1, wiec jesli ma pierwiastki catkowite, to znajduja sie one wsréd 

dzielnikow wyrazu wolnego réwnego 12. Bez trudu stwierdzamy, ze 

W(1) =0, 

wiec liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Zatem wielomian W(x) jest po- 

dzielny przez dwumian (x— 1). W wyniku podzielenia wielomianu W(x) przez dwu- 
mian (x — 1) otrzymujemy tréjmian kwadratowy x*— 4x — 12, wiec 

W(x) = (x-1)(x?-4x-12) (sprawdz!) 

Po zapisaniu tr6jmianu kwadratowego x*— 4x— 12 w postaci iloczynowej (x— 6)(x+ 2) 
wielomian W(x) przyjmuje postac: 

W(x) = (x— 1)(x- 6) (x + 2) 

Rozktadamy wielomian F(x) = x°— 7x’ + 6x na czynniki; najpierw wytaczamy wspol- 
ny czynnik poza nawias, a nastepnie stosujemy metode grupowania wyrazow. 
Otrzymujemy: 
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F(x) = x° — 7x? + 6x = x(x? — 7x + 6) = x(x?-— x— 6x + 6) = x[x(x — 1) - 6(x-1)] = 
= x(x -— 1)(x- 6) 

e Ustalamy dziedzine: 

x-—1#0,x—-6#0,x+2+40,x¥0,skad D=R-{-2, 0, 1, 6} 

e Roznice ulamk6ow zapisujemy w postaci 

x - uf is x A 

x?—5x*—8x 412 x°—7x?46x (x -1)(x-6)(x +2) x(x -1)(x -6) 

Ustalamy wspolny mianownik, kt6rym jest wyrazenie 

x(x — 1)(x-— 6)(x + 2) 

Nastepnie rozszerzamy utamki do wspolnego mianownika: pierwszy rozszerzamy 

przez x, drugi rozszerzamy przez (x + 2). Potem odejmujemy utamki o wspélnym 
mianowniku 

Tic eee 1 » 
(x —1)(x —6)(x +2) x(x -1)(x -6) © 

. S 3 x+2 a x’-x-2 
x(x -1)(x —6)(x +2) x(x -1)(x —6)(x +2) x(x -1)(x —6)(x +2) 

bs 1 
W wyniku odejmowania otrzymalismy utamek 

ese Bed 2 7 

vores Aa Laer gdzie D = R— {-2, 0, 1, 6}. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wykonaj dziatania. Podaj dziedzine kazdego wyrazenia. 
6-xX eX 4 

ul b + 
eee: SE GeR ere 
3 4x+5 3+4x d 6x +3 

x23 x 3 x?4+2x +1 

Lee ep e 5x -10 ¢) 1% nels Gear 
KoOEx ex x°-4 

2. Wykonaj dziatania. Podaj dziedzine kazdego wyrazenia. 
a) 3x1, x b) x+7 4 

2x+4 x+2 x16. x4 

c) aA. 3. d) 2 Pex ictal: 

=p aay - yo Bx 4 hex 4 

x +4 =i it f) a 3 ay gs 

yeay X229 x+1 x42 
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Mnozenie i dzielenie ulamkéw algebraicznych 

Mnozenie i dzielenie utamkow algebraicznych wykonujemy podobnie jak mnozenie 

i dzielenie utamkow arytmetycznych. 

Mnozenie utamkow algebraicznych 

Iloczyn utamk6w algebraicznych jest utamkiem algebraicznym o liczniku rownym 

iloczynowi licznikéw tych utamkow i mianowniku r6wnym iloczynowi mianowni- 

kéw utamk6w; dziedzina iloczynu utamk6ow jest zbiér tych wszystkich liczb rze- 

czywistych, dla ktérych wielomiany wystepujace w mianownikach obu utamkow 

nie przyjmujq wartosci rownej zeru. 

Aby pomnozyé¢ utamek algebraiczny przez utamek algebraiczny: 

1) rozktadamy wielomiany w licznikach i,mianownikach utamkéw na czynniki 

mozliwie najnizszego stopnia (0 ile to mozliwe), a nastepnie zaktadamy, ze kaz- 

dy czynnik w mianowniku kazdego z tych utamkow, ktory nie jest stata, jest r6z- 

ny od zera; 

2) zapisujemy utamek algebraiczny, ktorego licznikiem jest iloczyn czynnikéw 

wystepujacych w licznikach obu utamkow, a mianownikiem - iloczyn czyn- 

nikéw w mianownikach tych utamkow; 

3) znajdujemy wspolne czynniki dla licznika i mianownika powstatego utamka, 

a nastepnie skracamy utamek; 

4) mnozymy pozostate po skréceniu czynniki w liczniku i w mianowniku utamka. 

Przyktad 1. 

Wykonamy mnozenie utamkow: 

a) 2X. x41 by X 2 2x +1 2x? 32 
x7=1 2x=6 x°-8x+16 3x-3 

Ada) 
7 uae Ge ee e rozktadamy mianowniki utamkow na czynniki 

x21 2x -6 x*—1=(x-1)(x+1) 
2X —6=2(x-3) 

(zauwaz, ze liczniki utamkow mozemy pozostawi¢é 

bez zmiany) 

e zaktadamy, ze czynniki mianownikéw utamkéw 

sq rozne od zera: 

: IExOr-+t71 J x#—1,x41,x#3, wiec D=R- {-1,1, 3} 
(x 1 +1(x 3) e zapisujemy utamek algebraiczny, ktorego liczni- 

kiem jest iloczyn licznikow obu utamkow, zas mia- 
a nownikiem iloczyn mianownikéw obu ulamkéw 

—— e skracamy otrzymany ulamek 
X= aXe e wykonujemy mnozenie w mianowniku utamka 

ey ox Xa ee 

(x -1)(x +1) 2(x -3) 
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W wyniku mnozenia eR Hel otrzymalismy utamek 
x*-1 2x-6 

x 
-pdazie D=R— i 1, 173} 

x*-4x +3 : { } 

Ad b) 

x*— 2x +1 2x°— 32 be e rozktadamy liczniki i mianowniki 
Meer ith) ax > utamkow na czynniki: 

RES 2X Le (X= 12 
; x= 8x +16 =(x —4)? A = 

_ OSes oy feed ee 2x? — 32 =2(x—4)(x +4) 
(x4) 3(x —1) 3x=3 =3(x—1) 

e zaktadamy, ze czynniki mianownikéw 

utamkow sq rézne od zera: x #4,x#1, 

fem ty (x21) 4x4) 04) Wise De Rl | 
- = e zapisujemy ulamek algebraiczny, kto- 

(x —4)- (x —4)-3(x -1) rego licznikiem jest iloczyn licznikéw 
obu ultamkow, zas mianownikiem ilo- 

1 1 czyn mianownikoéw obu utlamkéow 

Ee SAE Soe BZA 0 See I CS skracamy otrzymany ulamek 
(x-4)- b473- Ge, 

uy, 8 2x?+6x —8 e wykonujemy mnozenie w liczniku 
3(x —4) ax 12 i mianowniku utamka 

SEY Ze, 

W wyniku mnozenia utamkow Si ae ante otrzymalismy utamek 
x’-8x +16 3x-3 

2x*+6x —8 
, gdzie D=R — {1, 4}. 

3x -—12 5 eo 

Dzielenie utamkow algebraicznych 

Ilorazem dwoch utamkow algebraicznych jest utamek algebraiczny, ktory jest ilo- 

czynem pierwszego utamka i odwrotnosci drugiego utamka; dziedzing ilorazu 

utamkow jest zbidr tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych wielomiany 

wystepujace w mianownikach obu utamkow oraz wielomian wystepujacy w licz- 

niku dzielnika nie przyjmujq wartosci zero. 

Aby podzieli¢ utamek algebraiczny przez utamek algebraiczny: 

1) rozktadamy wielomiany w licznikach i mianownikach ufamkow na czynniki 

mozliwie najnizszego stopnia (0 ile to mozliwe), a nastepnie zaktadamy, ze kaz- 

dy czynnik, rozny od statej, wielomianu w mianowniku kazdego z tych ulamkow 

oraz wielomianu w liczniku dzielnika jest rozny od zera; 

2) mnozymy pierwszy utamek przez odwrotnos¢ drugiego utamka, zgodnie z za- 

sada mnozenia utamkow algebraicznych. 
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Przyktad 2. 

Wykonamy dzielenie utamkow: 

2X Xo eeexe el 
a) ; b) —~ 

x=-7 x-/ 2x3+8x2 3x +12 

Ad a) Dzielenie jest wykonalne wtedy, gdy: 

x47 1 X40, czy D=R—{0, 7%. 

Przystepujemy do dzielenia utamkow: 

X27 X-7  x=7 4x “4x71 2x 

W wyniku dzielenia . : zt otrzymalismy utamek ee gdzie D=R — {0, 7}. 
Xe eke 2x 

2 

Ad b) Wykonamy dzielenie oe fe : : 
DN Ox ee) OX FZ 

2x3 + 8x? = 2x?(x + 4) e rozktadamy na czynniki wielomiany 

wystepujace w licznikach i mianowni- 

kach ulamkow 

e okreslamy dziedzine: x # 0;x4-4,x#1, 

x #—1, wiec D=R — {-4, -1, 0, 1} 

3x+12=3(x+4) 
x?-1=(x-1)(x+1) 

x Vetoes (XS LeU) 

2x*(x +4)  3(x +4) e mnozymy pierwszy utamek przez 
3(x +1)(x +4) odwrotnosé drugiego utamka (zapisu- 

ae x(x +4)(x —1)(x +1) ~ jemy mnozenie na wspolnej kresce 

. utamkowej) 

= 3 ta, = e skracamy otrzymany ulamek 

2x "(x +AJ(x -1)(x 44h 
2 2 e wykonujemy mnozenie w liczniku 

x 2x(x -1) - Seu i mianowniku ulamka 

eae es) x*-1 es 
W wyniku dzielenia otrzymalismy utamek 

2x34+8x2 3x +12 

3 : 
—_———., gdzie D=R — {-4, -1, 0, 1}. een g { } 

Teraz wykorzystamy wszystkie zdobyte do tej pory umiejetnosci dziatania na utam- 
kach algebraicznych w nastepujacym przyktadzie. 

Przyktad 3. 

Doprowadzimy podane wyrazenia algebraiczne do najprostszej postaci: 
2 mn oe a) [1+ 2 }e2 5 b) X26. X= 36 _ x +2 

x -1 2 = 2 4x 8 x +6 
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Ad a) Okreslamy dziedzine danego wyrazenia algebraicznego. Wielomiany 

x—1 oraz 2x*- 2 

wystepujace w mianownikach utamkéw nie moga przyjmowaé wartosci réwnej 
zeru, zatem 

X#1i1x+#-1, czyli 

D=R- {-1, 1} 

Teraz nalezy ustali¢ kolejnos¢ wykonywania dziatan: najpierw wykonamy 
dziatanie dodawania w nawiasie, a nastepnie otrzymany wynik pomnozymy przez 

utamek znajdujacy sie za nawiasem. Otrzymujemy: 

c pee )2 -5 -(% 1 gtis2 Se = Jenene Lex Ax Seo 
x-1 2222 x-1 x-1 Bxeo 2 a= ay 

_ x41 (x-1)(* +5) — bt etx +5) x4+5 

X—-1 Ax-1)(x+1) Ax- Dey, 2X —2 
2 

Jeslix € R—{-1, 1}, to wyrazenie [i + a) ES jest rowne x8 
ie = Dy te? he ayn 

x- 6. x’— 36 ee? 

8 Xx+6 
Wielomiany 4x, x + 6 oraz x*— 36 nie moga przyjmowa¢ a zero, zatem 

D=R-{-6, 0, 6} 

Teraz wykonamy dziatania wedtug nastepujacej kolejnosci: najpierw wykonamy 
x=6.% —36 

Ad b) Okreslamy dziedzine wyrazenia SSDS MSA 

dzielenie utamkow: , pozniej od otrzymanego wyniku odejmiemy 
8 

utamek cso Otrzymujemy: 
x +6 

—6 x’°—36 cee kK OF 8 exc 

4x 38 x+6 4x (x—6)(x+6) x+6_ 

ee Clee ae ee ge eee. X[K) 

~ Ax(x—6)(x +6) x+6 x(x+6) x+6 x(x+6) x(x +6) 
pax eZ) x 2k +2 

x(x +6) x’ + 6x 

Wie Fy Bex 36 N22 . X= tere 
sli R—{—6, 0, 6},t razenie ; est r6owne ——__—__. Jeslixe { }, to wy ns 2 ieee ewes 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Wykonaj mnozenie ulamkow algebraicznych. Podaj dziedziny wyrazen. 

a) eek Ree x b) 262 — 8x exert lL 2 ae i Sas —4 

x-2 x-3 6x-3 x-4 oes 2x +6 

2. Wykonaj dzielenie utamkow algebraicznych. Podaj dziedziny wyrazen. 

a) 9x +9x* 18x i Bx —24 x—3 x?+2x°+x4+2 x°+1 

Bye10) 4x 28 Qx34x2 2x41 x?7-81 “x-+9 
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Zadania na dowodzenie z zastosowaniem ulam- 

kéw algebraicznych 

Potrafisz juz sprawnie wykonywaé dziatania na wyrazeniach algebraicznych. Te 

umiejetnos¢é wykorzystamy do dowodzenia twierdzen dotyczacych wtasnosci liczb 

dodatnich. 

W klasie pierwszej poznates pojecia Sredniej arytmetycznej i Sredniej geometrycz- 

nej. Teraz poznasz pojecie sredniej kwadratowej. W temacie tym udowodnimy 

twierdzenia 0 zwiazkach zachodzacych pomiedzy tymi srednimi. Z poznanych 

i udowodnionych wiasnosci bedziemy korzystali, rozwiazujac zadania z algebry 

i geometrii. 

Przyktad 12 

b 
Wykazemy, ze jesli a i b sa liczbami dodatnimi, to : see 

a 

Zatozenie: Gg Oh 0 

Teza: = uid ee 
b a 

Dowod: 

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nierownosé 

(a—b)*>0 

Zatem 

a*—2ab + b* 3 0 

a* +b? > 2ab 

Z zatozenia liczby ai b sa dodatnie, wiec 

ab>0 

Obie strony nieréwnosci dzielimy przez ab, zachowujac znak nieréwnosci bez 
zmiany. Otrzymujemy: 

2 

2 2, co konczy dowéd. 

Udowodniona w przyktadzie 1. nierownos¢ wykorzystamy do udowodnienia ko- 
lejnej nierownosci. 
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Przyktad 2. 
ES 

Wykazemy, ze jesli liczby a, b, c, d sa dodatnie, to “ a ud + a a pe > 4 
a be cd ad” 

Zatozenie: oe 0, : = ee > 0,0. 0 

Teza: * = = + = + ¢ >4 (*) 

Dowéod: 

I spos6b 

Lewa strone nieréwnosci (*) przedstawimy w postaci iloczynowej, korzystajac 

z prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, a nastepnie skorzystamy 

z twierdzenia udowodnionego w przyktadzie 1. Mamy: 

cd ad ab be _d_ cia pes Cale 

Goaepem cl ads boa “Cc! d-\a 

te b d na podstawie 

przyktadu 1. 

co konczy dowéd. 

Il spos6b 
cam adwcaba pe 

Udowodnimy, ze zachodzi nier6wnos¢ — + — + — + — —4 50, ktora jest rowno- 
De epCeerd aad. 

wazna nierOwnoSci zapisanej w tezie. Mamy: 

cd ad ab bce _,_ (cd)’+(ad)*+(ab)’+(bc)’—4abcd _ 
—+—+—+4+—-4 
(pape ord ad abcd 

_ (cd)’— 2abcd + (ab)’+ (ad)’— 2abcd + (bc)’ 7 

iy abcd 
2 2 

ox (cd —ab)°+(ad —bc) +0 

abcd 

Uzasadnienie: 
e liczby a, b, c, d sa dodatnie, wiec ich iloczyn jest dodatni 

e (cd—ab)* > 0i (ad -— bc)? > 0,asuma liczb nieujemnych jest nieujemna 

e iloraz liczby nieujemnej i liczby dodatniej jest liczba nieujemna, 

co konczy dowéd. 

W klasie I (podrecznik, str. 128) dowiedziates sie, ze S$rednia arytmetyczna liczb do- 

datnich jest nie mniejsza od Sredniej geometrycznej tych liczb. Teraz udowodnimy 

te wtasnos¢ dla dwoch, trzech i czterech liczb dodatnich. 

Zoo 
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Przyktad 3. 
De ‘ 

Wykazemy, ze jeslia > 0 i b> 0, to a’ > = > Jab. 

Zatozenie: a> 010 

Teza: ate eS Jab 

Dow6d: Z zatozenia wiemy, ze liczby a i b sa dodatnie, wiec istnieja liczby Jai-vb 

oraz prawdziwa jest nier6wnosé 

(Va-b)’ >0 
Korzystamy ze wzoru skr6éconego mnozenia i otrzymujemy 

(Ja)°—2Vavb 
+ (vb) > 0 

a~2Vab+b>0 
a+b>2Vab /:2 

i = Jab, co konczy dowdd. 

Przyktad 4. 

Wykazemy, ze jeSli liczby a, b, c oraz d sq dodatnie, to weease Vabcd. 

Zatozenie: a> 0) b= 0c 0d =0 

Teza: at+bt+c+d > Vabcd 
4 

Dowod: 

W przyktadzie 3. wykazalismy, ze 

jeslta > 0, b> 06> 01d = 0: to 25" > Vabi =" > Ved. 

Zatem 

a+b os Ser: sea 

2 

abcd a /:2 

(9 at+btc+d Jab + Vcd 

4 i 2 

We ee 

ba nie mniejsza niz srednia geometryczna tych liczb, czyli 

sabes (ap el 

jest Srednia arytmetyczna liczb dodatnich Jab i Vcd, wiec jest to licz- 
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vab Bek iE Es Vabcd 

fe) a > 4 labcd 

Z (*) i (**) otrzymujemy: 

aneietes Vab + coast = Aabed, 

czyli 

anpeerd abe. co konczy dow6d. 

Przyktad 5. 
SS 

Wykazemy, ze jesli liczby a, b i c sa dodatnie, to ani > Vabe. 

Zatozenie: nO, pb 0c= 0 

Teza: Laas > Vabc 
3 

Dowédd: 

Srednia arytmetycznq dodatnich liczb a, b, c przedstawimy jako srednig arytme- 

tyczngq czterech dodatnich liczb a, b, c oraz Be W nastepujqcy sposob: 

4 1 
icin a Ee, - bs a) 

ae 4 4 
a+b+c 

a+b+c+—_— 

‘ 4 
A ; a+b+c. Me ay) p 
Srednia arytmetyczna liczb a, b, c, nal, jest nie mniejsza niz Srednia geo- 

metryczna tych liczb, czyli 

at+b+c 
b+c poise at+b+c 

oe > 4ja-b-c ; 
7 4 3 

stad 

201, 
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Poniewaz obie strony nieréwnosci sa dodatnie, wiec po podniesieniu stron 
Z (230 . . . . z_X aga Z : . 

nieréwnosci do potegi czwartej otrzymujemy nier6wnos¢ rownowazng danej 
4 

a+b+c S abe camer’ 

3 3 

+b+c ne ; Lae ae a evra AE 
Dzielimy obie strony nierOwnoSci przez away zachowujac znak nierd6wnosci bez 

zmiany, bo z zatozenia liczby a, bic sq dodatnie. Mamy: 
3 

[sabes rine 

zatem 

soos > Nabe, co konczy dowdd. 

Ostatniqg udowodniong zaleznos¢ wykorzystamy do wykazania prawdziwosci ko- 

lejnej nierownosci. 

Przyktad 6. 
ee 

Wykazemy, ze jesli a, b, c sa dodatnie, to : + b + si SS 8}. 
Cao 

Zatozenie: de> OF b= 0F 22.0 
are ve 

Teza: —+—+- 33 
byeotsa 

Dowéod: 

Teze przeksztatcimy rownowaznie, dzielac obie strony nierOwnoSsci przez 3. 
Otrzymujemy: 

(sh eh NG 

DS CNAs) 
B LA 

Teraz wystarczy udowodni¢, ze wyrazenie wystepujace po lewej stronie nieréw- 
nosci przyjmuje wartos¢ nie mniejsza niz 1. Aby to wykazaé¢, skorzystamy z faktu, ze 

Srednia arytmetyczna trzech dodatnich liczb = u oraz © jest nie mniejsza od sred- 
c a 

niej geometrycznej tych liczb. Mamy: 

ie Toke ye 

ae ae (Pee aA 
2 3 5 . — 3/1 = 

3 D Cra 

fom oie Ys 

DCG : Loe Zatem a= le co nalezato dowieSé. 
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é +a +... +a Sredniq kwadratowa liczb ay, a, a3, ..., a, nazywamy liczbe ,j 2". 

Jesli liczby aj, az, a3, ..., a, sa dodatnie, to Srednia kwadratowa jest nie mniejsza od 
sredniej arytmetycznej tych liczb (rownosé zachodzi wtedy, gdy liczby sa rowne, 

ezyll d;=G3= ...=4,). 

Udowodnimy ten fakt dla trzech dodatnich liczb a, bic. 

Przyktad 7. 

ZA 2 2 

Wykazemy, ze jesli liczby a, b, c sa dodatnie, to hs : itis < ie is 2 ne : 

Zatozenie: G08 0, c>-0 

2 P, 2 

Teza: a+btc < a+bi+c™ 

3 \ 3 

Dowod: 

Teze przeksztatcimy rownowaznie. Poniewaz liczby a, b, c sa dodatnie, wiec obie 

strony nierOwnosci sq dodatnie. Po podniesieniu stron nier6wnosci do kwadratu 

otrzymujemy nierOwnosé rownowazng danej. Mamy: 
2 2 2 2 2 2 zy 

a+bD+e — la’ +b’ +c EaIGEDEC) gol ae 

3 3 o 3 

& (at+b+c)* < 3(a*+b?+c*) = 3(a*+b*?+0c’)-(a+b+c)*?>0 

Teraz wystarczy udowodnic¢, ze réznica 3(a* + b* + c*) — (a + b +c)? jest nieujemna. 
Mamy: 

3(a?+ b?+ c?) —(a+b+c)*=3a? + 3b*+ 3c?— (a? + b? + c?+ 2ab + 2bc + 2ac) = 

=2a?+2b*+ 2c*—2ab—2bce—2ac=(a?—2ab+b’) + (a*—2ac+c’) + (b’-2bc+c*) = 

= (a—b)*+(a—c)*+(b-—c)*>0 
2 2 2 

Stad areas < joe, co konczy dowdd. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

+ 
L Wykai, Ze jeslim > 010 <b<a,too>o-—. 

‘ 1 
2. Wykaz, ze jeSli liczby a, b, c sq dodatnie, to (: + ; + :) -(a+b+c)29. 

wae, 3( 2 b’ Se ee 
3. Wykaz, ze jesli a i b sq dodatnie, to Bee cd es : 



300 6. Utamki algebraiczne. Rownania i nieréwnosci wymierne. Funkcje wymierne 

Rownania wymierne ‘ 

Definicja 1. 
Réwnaniem wymiernym z niewiadomg x nazywamy rownanie, ktore mozna 

(x) przeksztatci¢é rownowaznie do postaci ‘ = 0, gdzie W(x) oraz P(x) sa wielo- 
x 

mianami i P(x) 40. 

Kazde rownanie zbudowane tylko z utamk6w algebraicznych mozna doprowadzi¢ 
W(x 

Ex 

liczb rzeczywistych, za wyjatkiem tych, kt6re sq pierwiastkami wielomianow 

wystepujacych w mianownikach poszczegélnych utamkéw. 
Utamek algebraiczny przyjmuje wartos¢ rownga zeru wtedy i tylko wtedy, gdy wie- 

lomian w liczniku utamka przyjmuje wartos¢ zero i wielomian w mianowniku jest 

rozny od zera, czyli: 

oo eMeO(Wix) SOP) 20) 

Przyktad 1 A 

do postaci a 0. Wowczas dziedzina tego rownania wymiernego jest zbidr 

x(x +2) eT 

% 
Rozwiazemy rownanie 

Okreslamy dziedzine r6wnania. 

D=R-{0} 

Nastepnie wyznaczamy te wartosci x, dla kt6rych wielomian 

W(x) = x(x + 2) 

przyjmuje wartos¢ rowng zeru. Otrzymujemy 

x(x+ 2) =0 

a) WwW xXSsay 

0¢D —2eD 

Liczba 0 nie nalezy do dziedziny r6wnania, zatem r6wnanie ma tylko jedno roz- 
wigzanie. Rozwigzaniem rownania jest liczba —2. 

UWAGA: Utamek wystepujacy w powyzszym rownaniu mozna skréci¢, dzielac jego 

licznik i mianownik przez x, ale w6wczas trzeba zatozy¢, ze x # 0. Otrzymujemy 

wowczas rownanie postaci x + 2 = 0, kt6rego dziedzina jest zbidr R— {0}. Rozwiaza- 
niem tego rdwnania jest liczba —2. 

Przyktad 2. 
See 

eet ; x*4+6x+9 
Wykazemy, ze rownanie wymierne aes, = 0 jest sprzeczne. 

X + 
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Wyznaczamy dziedzine r6wnania. 

D=R-{-3} 

Przyrownujemy licznik utamka do zera i otrzymujemy rownanie 

x*+6x+9=0, 

czyli 

(x + 3)?=0, 

skad 

x=-3 
2 

Ale —3 ¢ D, wiec rownanie a = 0 nie ma rozwigzan. 
X+ 

Przy rozwiazywaniu rownan wymiernych czesto korzystamy z wtasnosci proporcji. 

Przyktad 3. 

Rozwiazemy rownania: 
x+2 x 3 

2) S===]% b = = =I 
as ane x 

Ad a) Okreslamy dziedzine rownania. 

D=R-{-2, /2} 
Przedstawiamy rownanie w postaci proporcji. 

Rex 

x*7-2 1 

Korzystamy z wtasnosci proporcji i otrzymujemy: 

x+2=(x*—2)x 

X+2=x°—2x 

x3—2x-x-2=0 

Rozktadamy wielomian znajdujacy sie po lewej stronie r6wnania na czynniki. 

x?—x-—2x—-2=0 

x(x?- 1) —2(x+1)=0 

x(x —1)(x+ 1) —-2(x +1) =0 

(x+ 1)(%7=—x-2)=0 

(x + 1)(x + 1)(x- 2) =0 

Iloczyn jest rowny zeru wtedy, gdy co najmniej jeden z czynnikow przyjmuje war- 

tos¢ zero. 

x+1=0v x-2=0 

x=—l Vv xXe2 

-1eD 2eD 

Rownanie ma dwa rozwiazania: —1 oraz 2. 
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Ad b) Okreslamy dziedzine r6wnania. 

D=R-{2, 0} : 

Prawa strone réwnania przedstawiamy w postaci jednego utamka. 

Xe er 

bgt \/ahiiow 

Skorzystamy z wtasnosci proporcji, a nastepnie rozwiazemy otrzymane rownanie 

kwadratowe. 

x? = (x + 2)(3 —x) 

2x*-x-6=0 A=49 

ei Va, 
2 

Liczby -1 > oraz 2 naleza do dziedziny rownania, zatem sq rozwiqzaniami rownania. 

Przyktad 4. 
Pe 

16x f Ls 1 

Kae xo 4 XEZ 
Rozwiazemy rownanie 1 + 

Dziedzing r6wnania jest zbidr R — {2}. Zauwazmy, ze 

x3— 8 = (x—2)(x*+ 2x+4) 

na podstawie wzoru skr6conego mnozenia: 

a?— b*= (a—b)(a*+ ab + b’) 

Zatem wsp6lnym mianownikiem utamkéw wystepujacych po obu stronach rowna- 

nia jest wyrazenie x? — 8. Rozszerzamy utamki i otrzymujemy 

ee ase we es x-2 7 x°+2x +4 

x°-8  x°-8 (x —2)(x?+2x4+4) (x —2)(x74+2x +4) 

x°-8 16-x? _x-2 , x°+2x+4 
+ = + 

x8 x2=8 x8 x6 

Nastepnie sprowadzamy réwnanie do postaci = ) = 0. Mamy 
x 

x°-8+16—x°—(x —2)—(x?+ 2x mesg 

x= 3 

x°—2x*-3x +6 _ 

x =6 
0 

Stad 

x3— 2x?- 3x+6=0 
Rownanie wielomianowe rozwigzujemy metoda grupowania wyrazow. 

x*(x — 2) —3(x-2) =0 

(x—2)(x?—3) =0 

(x- 2)(x + V3) (x-3) =0 
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X—2=0%" Nae 0 Vv Res 

ean AW, x=—43 Vv x3 

Liczba 2 nie nalezy do dziedziny ro6wnania. 

Rownanie ma dwa rozwigqzania EvS oraz V3 : 

Niektore r6wnania wymierne mozemy sprowadzié do rownan kwadratowych 
przez podstawienie zmiennej pomocniczej. Ponizszy przyktad ilustruje taka 
sytuacje. 

Przyktad 5. 
RE } 

Rozwiazemy rownania: 
2 

+2 bate <)=15 a) x7+ 2x= 
i x°+2x 

Ad a) Najpierw wyznaczamy dziedzine réwnania: 

x +2x40 > x(x+2)40— (x40AK+240) © (x4 0AxH-2) 

Zatem 

D=R- {-2, 0} 

Wprowadzamy zmienna pomocnicza t = x’ + 2x (jeslix € D, to zmienna t jest rozna 

od zera). 

Otrzymujemy rownanie 

t= 3 +2 
£ 

Réwnanie to sprowadzamy do rownania kwadratowego i rozwiqzujemy je. Mamy: 

3 70 f-t : / 

f—2f—3=0 

(t—3)(t+1)=0 

F=3 --t=—1 

Rownanie kwadratowe ma dwa rozwiazania: —1 oraz 3. Aby wyznaczy¢ rozwiqzania 

rownania wymiernego nalezy jeszcze rozwiqza¢ alternatywe nastepujacych 

rownan: 

Ike a xX 2X = 3 

Otrzymujemy: 

x?+2x+1=0 v x*+2x—3=0 

(x+1)?=0 v (x+3)(x-1)=0 

x+1=0 v x+3=0 v x-1=0 

x=—1 Vexk=—3 V X= 1 

Liczby —3, —1 oraz 1 naleza do dziedziny rownania. 

Rownanie x? + 2x = + 1 ma trzy rozwiazania: —3, —1 oraz 1. 
Xo4-2X 
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A 

Ad b) Wyznaczamy dziedzine rownania x* + (5) 15: 

Dziedzina rownania jest zbidr R — {1}. Na podstawie wzoru skréconego mnozenia 

a’ + b?=(a+b)?-—2ab 

przedstawiamy lewg strone rdwnania w postaci: 
2 2 2 2 

geal ee hely ake | oe pe ee ee 
eee x-1 x-1 x—1 x-1 

2 

ne ep a ae 
x-l x =1 

Otrzymujemy réwnanie: 

2 : 2 

< Qe 5S 
x-1 x-1 

z 

Wprowadzamy niewiadomg pomocniczqg t= — gdzie x 1 i sprowadzamy row- 
xe — 

nanie wyjSciowe do rdwnania kwadratowego. 

t?—-2t-15=0 

Rozwiazujemy rownanie kwadratowe z niewiadoma t. 

(¢—5)(t+3)=0 

i—5=07 t+5=—0 

f=5-v C=—3 
2 

Poniewaz t= a5 gdzie x 1, wiec otrzymujemy alternatywe rownan: 
we — 

2 2 
x 

= 9.7 =—3, gdzie x # 1. 
x-1 x =1 

Skad mamy: 

Fook Vv x?=-3x+3 

x*-5x+5=0 Vv x*+ 3x-3=0 

I ones Pa AN ASOT VN 2A 

Sans 5445 _ 3-21 ye ott 
2 2 

x= V X= Vv Ae 
2 2 

Otrzymane liczby nalezq do dziedziny rownania. 

5=45 Sav5 =seq21 “seer 
2 , 9 , 2 , 2 L 

Rozwigzaniami rdwnania sq liczby: 

Przyktad 6. 

Rozwiazemy rownanie 
1 1 1 

as + + =1. 
(x+1)(x+2) (x +2)(x +3) (x +3)(x +4) (x +4)(x +5) 
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Dziedzing rownania jest zbidr 

R—-{5, -4, -3, -2, -1} 

W tym przypadku nie bedziemy sprowadza¢ utamkow wystepujacych po lewej 
stronie rownania do wspdélnego mianownika. Skorzystamy z nastepujacej 

wtasnosci: 

=a end Gee oe 
k(k+1) k k+l 

Zatem rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci: 
t 1 

$$ + — i + =i 
(x+1)(xX+2)) (¥4+2)( +3) (xX +3)(X +4) (x +4)(x +5) 

1 1 ‘ 1 1 xt 1 1 1 id 

Rete kee REL XS XS exes XA XS 

Otrzymujemy: 

‘gated pel 

xot xa5 

> eo dee See 

(x +1)(x +5) 

Pee ye iy 
(x +1)(x +5) 

x*+6x+1=0 

A=32 VA =4y2 
x=-3-— 2,2 v x=-3+2)2 

Rownanie ma dwa rozwigzania: —3 — 2V/2 oraz—3 + ZY? ; 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rozwigz rownania: 
x x?+2x x°—4x7+3x a) xat=0 b) 3 =0 q *=" - He al 

7a Rozwiaz Shee ees : 

in eet Use” Way ore eed) creep 

ae Oe ze ponizsze saeett Ree es 3 2 

eg ay i Xie Daigina wh sopy Fog Sead 
4. Rozwigz rownania: 

20 14 2 
a) x°+4x= +1 b) ———— -9 =-xX*—2x+1 
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Zadania tekstowe prowadzace do rownan 
wymiernych 

Przyktad -: 

W pewngj ksiazce na kazdej stronie znajduje sie jednakowa liczba wersow, przy 

czym wszystkich wersow w ksiazce jest 8400. Gdyby te ksiazke wydrukowano w ta- 

kim formacie, ze na kazdej stronie bytoby o 5 takich wersow wiecej, to liczba stron 

zmniejszytaby sie o 30. Ile wers6w jest na kazdej stronie i ile stron ma ta ksiqzka? 

Analiza: 

x —liczba wersOw na stronie, x € N, 
8400. wes 
—— -liczba stron w ksiazce 

x 
8400. sh nee 

-liczba stron w ksiazce w zmienionym formacie 
X+ 
8400 a — 
— — 30 -liczba stron w ksiazce w zmienionym formacie 

x 

Utozenie i rozwiazanie rownania: 

8400 S0= 6400 gdziex € N, 
ne +5 

8400 —30x ‘3 8400 

Xx x+5 

(8400 — 30x)(x + 5) = 8400x 

8400x + 42 000 — 30x*— 150x— 8400x =0 

—30x?— 150x +42 000=0 

x°+5x—1400=0 

A=5625 VA=75 
x=—40 v x=35 

Liczba —-40 nie spetnia warunku x € N,. 

Wyznaczamy liczbe stron ksiazki: 8400 : 35 = 240. 

Sprawdzenie: 

Ksiazka w poczatkowym formacie liczyta 240 stron, a na kazdej stronie byto 35 

wersow, wiec ksiazka zawierata 8400 wersow (240 - 35 = 8400). Po zmianie for- 

matu na jednej stronie znalaztoby sie 40 wersow (35 + 5 = 40). Wowezas liczba 

stron bytaby rowna 210 stron (8400 : 40 = 210). Zatem liczba stron bytaby mniejsza 
o 30 niz w formacie poczatkowym. 

Odpowiedz: 

Ksiazka liczy 240 stron, a na kazdej jej stronie jest 35 wersow. 
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Przyktad 2. 

Z miast Ai B odlegtych 0 440 km wyjechaty naprzeciw siebie (po sasiednich torach) 
dwa pociagi towarowe. Pociag jadacy z miasta A wyjechat 0 godzine wezesniej niz 
pociag jadacy z miasta B i jechat z predkoSscia 0 11 km/h mniejsza. Pociagi minely sie 

w potowie drogi. Obliczymy, z jakimi predkosciami jechaly te pociagi. 

Analiza: 

v — predkos¢ pociagu jadacego z miasta B do miasta A (km/h); v > 0 

t — czas (do chwili miniecia) jazdy pociagu jadacego z miasta B do miasta A (h); t> 0 

v—11 —predkos€¢ pociagu jadacego z miasta A do miasta B (km/h) 

t+1 -czas (do chwili miniecia) jazdy pociagu jadacego z miasta A do miasta B (h) 

v-t —dtugos¢ drogi, jaka przebyt pociag jadacy z miasta B do chwili, w kt6rej pociagi 
sie minety (km) 

(v—11)(t+1) - dtugosé drogi, jaka przebyt pociag jadacy z miasta A do chwili, kiedy 

pociagi sie minety (km) 

220 — dtugosé drogi (km), jaka pokonat kazdy z pociagow do chwili miniecia 

Utozenie i rozwiazanie rownania: 

Mamy uktad warunkow: 

v-t =220 
(v—-11)(t +1) =220 

’ yA NT , , : 
Wyznaczamy z pierwszego rownania t= —— i podstawiamy do drugiego r6wnania; 

Vv 
otrzymujemy rownanie wymierne z niewiadoma v: 

(v— 11)[ 5° +1)= 220 /-v 
Vv 

(v—11)(220+v)=220v 

v*—11v—2420=0 

v=—44 v v=55 

Liczba —44 nie speinia zatozenia v > 0. 

Obliczamy predkoSs¢ pociagu, ktory jechat z miasta A: 55 — 11 = 44 (km/h). 

Sprawdzenie: 
Pociag jadacy z miasta B rozwijat predkos¢ 55 km/h, zas pociag jadacy z miasta A - 

predkosé 44 km/h. Pociagi te minety sie w potowie drogi. Czas przejazdu do mo- 

mentu spotkania dla pociagu jadacego z miasta B wynidst 4 h (220 km: 55 km/h=4 h), 

zas dla pociagu jadacego z miasta A byt rowny 5 h (220 km: 44 km/h=5 h). To znaczy, 

ze pociag jadacy z miasta A wyjechat o godzine wezesniej. 

Odpowiedz: 

Pociagi jechaty z predkoSciq 55 km/h oraz 44 km/h. 
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Przyktad 3. 

Studenci Maciek i Krzysiek myja raz w miesiacu okna w salonie samochodowym. 
Pracujac we dwoch, potrzebuja 6 godzin na realizacje tego zlecenia. Pewnego dnia 

po dwoch godzinach wspolnej pracy Krzysiek zachorowat i Maciek dokonczyt my- 

cie okien w czasie kolejnych 10 godzin. Obliczymy, ile godzin potrzebowatby kazdy 

z nich na samodzielne wykonanie tej pracy. 

Analiza: 
Oznaczmy prace do wykonania jako catos¢, czyli 1. Studenci na wykonanie zlecenia 

potrzebuja 6 godzin, czyli pracujac razem, wykonujq : czes¢ umowy w czasie 1 go- 

dziny. Poniewaz feralnego dnia pracowali razem przez 2 godziny, wykonali wspol- 

nie : zlecenia. Pozostatg do realizacji czes¢ umowy, czyli : pracy wykonat 

samodzielnie Maciek w czasie 10 godzin. 
Niech: 

x - oznacza liczbe godzin potrzebnych na samodzielne wykonanie zlecenia przez 

Macka, | 
y - oznacza liczbe godzin potrzebnych na samodzielne wykonanie zlecenia przez 

KrzySska, 

2 czes¢ pracy, jaka wykona samodzielnie Maciek w czasie 1 godziny, 
x 

ae czes¢ pracy, jaka wykona samodzielnie Krzysiek w czasie 1 godziny, 
3 

= + — czes¢ pracy, jaka wykonuja wspolnie Maciek i Krzysiek w czasie 1 godziny. 
XS, 

Utozenie i rozwigzanie uktadu rownan: 

Aetee Li es 2x = 30 x =15 
Xi ec x3 

> 2415 x-6 © 6x S 
10-1=2 ees y OX ea: 

es} yaw. "9 

= ee : (oe 
-1 

| atataat 10 
aeiiee 4 

Sprawdzenie: 

Maciek na samodzielne wykonanie pracy potrzebuje 15 godzin, a Krzysiek 10 go- 

dzin, czyli w czasie 1 godziny Maciek wykona ie pracy, zaS Krzysiek Fe tej pracy. 

W czasie 6 godzin, pracujac razem, wykonaliby cata prace. 

Lo, 10 30 6 
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Przez 2 godziny chtopcy pracowali wspOlnie, potem w czasie 10 godzin Maciek pra- 
cowat sam. Wykonali wowczas cata prace. 

25 cures SS (i poy eee ea 

+5 S10 15 si ay 

Odpowiedz: 

Maciek sam wykona prace w czasie 15 godzin, a Krzysiek w czasie 10 godzin. 

Przyktad 4. 
Xs 

Basen napetniany jest woda przez dwa krany. Jesli woda wptywa do basenu pierw- 

szym kranem, to czas napelniania jest o 4 godziny krotszy, niz gdy wplywa drugim 

kranem. Jesli natomiast basen napelniany jest z wykorzystaniem obu kranow jed- 

noczeSsnie, to czas napetniania jest o 7 godzin i 12 minut krotszy, niz gdyby woda 

wplywata do niego tylko przez drugi kran. Obliczymy, ile godzin bedzie trwato 

napeinienie basenu tylko z wykorzystaniem pierwszego kranu, a ile z wykorzysta- 

niem tylko drugiego kranu. 

et 
3 

Analiza: 
1 - pojemnos¢ basenu 

x — czas [h] potrzebny do napetnienia basenu z wykorzystaniem tylko pierwszego 

kranu, x > 0 oh 

x+4 -czas [h] potrzebny do napeinienia basenu z wykorzystaniem tylko drugiego 

kranu 

_ taka czes¢ basenu zostanie wypetniona wodg wptywajaca tylko z pierwszego 
x 

kranu, w czasie 1 godziny 

- taka czes¢ basenu zostanie wypetniona woda wplywajaca tylko z drugiego 
x+4 d j 

kranu, w czasie 1 godziny 

is + ier taka czes¢ basenu zostanie w czasie 1 godziny wypetniona woda 
x x+ 

wyplywajaca jednoczesnie z obu kranéw 

(x+ 4) - if — czas [h] potrzebny do napetnienia basenu woda z wykorzystaniem 

obu kranoéw jednoczesnie 

Utozenie i rozwiqzanie r6wnania: 

(x+4)-72 . oe : jst 
5 x x+4 

CX Aes 

x(x +4) bs 

(x — 3,2) - (2x + 4) =x(x+ 4) 

2x2 — 2,4x — 12,8 =x?+ 4x 

x?— 6,4x-—12,8=0 

A=92,16 VA=9,6 
x,= -1,6 %=6 

(3.2) 

309 
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Liczba —1,6 nie spetnia zatozenia x > 0. Czas napetniania basenu przez pierwszy 

kran wynosi 8 godzin, a przez drugi kran jest 0 4 godziny dtuzszy i wynosi 12 

godzin. 

Sprawdzenie: 
JeSli basen napetniany jest przez dwa krany jednoczeSnie, to czas napetniania wynosi: 

44h bo12h—7th=42h 
5 5 5 

Sprawdzamy, czy w tym czasie basen zostanie napetniony. 

“4 (2 +h) 38 2. Die, 
SOU Ce ieeey herein 2) | 

Odpowiedz: 
Czas napetiniania basenu przez pierwszy kran jest rowny 8 godzin, a przez drugi — 

12 godzin. 

Przyktad 5. 
ERE 

Stopiono dwa kawatki stopu srebra i otrzymano stop o masie 8 kg. W pierwszym 

stopie byto 0,6 kg srebra, a w drugim - 1,2 kg srebra. Zawartos¢ procentowa srebra 

W pierwszym stopie byta o 4 punkty procentowe mniejsza niz w drugim stopie. 

Obliczymy procentowg zawartosé srebra w kazdym stopie. 

Analiza: 

m, — masa pierwszego stopu [kg] 

m, — masa drugiego stopu [kg] 

8 — maSa otrzymanego stopu [kg], 

czyli 

m,+m,=8 

x% - zawartos¢ procentowa srebra w pierwszym stopie, x > 0 

(x + 4)% - zawartos¢ procentowa srebra w drugim stopie 

a -xY% — masa srebra w pierwszym stopie [kg] 

0,6 — masa srebra w pierwszym stopie [kg], 

czyli 

mM,: x% = 0,6, 

skad 

0,6 
m,= 

x% 

60 
mM, =e 

XxX 

He (x +4)% — masa srebra w drugim stopie [kg] 

1,2 — masa srebra w drugim stopie [kg], 



* 

Zadania tekstowe prowadzace do réwnari wymiernych 

czyli 

m2: (x+4)% =1,2 

a We 
M2= —————E 

(x +4)% 

120 
M2>= ——— . 

x +4 

Utozenie i rozwiazanie r6wnania: 

60,120 7.4 
x x+4 

157350 
ESE = 

x XxX+4 

45x +60 _ 

x(x +4) 

45x + 60 = 2x* + 8x 

2x7 —=37x—60=0 

A=1849 VJA=43 
x1=-1,5 x2=20 

Liczba —-1,5 nie spetnia warunku zadania x > 0. 

Zawartos¢ procentowa srebra w pierwszym stopie wynosi 20%, a w drugim 24%. 

Sprawdzenie: 

W pierwszym stopie 0 masie m, zawartoSs¢ srebra wynosi 20%, wiec 0,2 -m,=0,6 kg, 

skad m,=3 kg. 

W drugim stopie 0 masie m2 zawartoS¢ srebra jest rowna 24%, czyli 0,24 - m= 1,2 kg, 

zatem m2=5 kg. 

Masa powstatego stopu to 8 kg (3 kg + 5 kg =8 kg). 

Odpowiedz: 

Zawartos¢ procentowa srebra w pierwszym stopie jest rowna 20%, a w drugim 24%. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Predkosé wtasna motoréwki wynosi 15 km/h. Motorowka ta wyruszyta z przy- 

stani rzecznej A i po przyptynieciu do przystani B od razu zawrocita, kierujac 

sie do przystani A. Trase od A do Bi z powrotem, dtugosci 120 km, pokonata 

w czasie 8 godzin i 20 minut. Jaka predkosé ma prad rzeki? 

2. Zbiornik wodny mozna oprozni¢ za pomocg dwoch pomp 0 réznej wydajnosci. 

Pierwsza pompa, pracujac samodzielnie, opréznia zbiornik w czasie 0 3 godzi- 

ny dtuzszym niz druga pompa. Pewnego dnia pierwsza pompa pracowata 

samodzielnie przez 1,5 godziny, a nastepnie oprdéznianie zbiornika dokonczyty 

obie pompy, pracujac razem przez 5,5 godziny. 

Oblicz, ile godzin potrzeba, aby pierwsza pompa samodzielnie opréznita zbiornik. 
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NierOwnosci wymierne 

Definicja 1. 
ue wmosela wymiernga z jedna niewiadoma x nazywamy kazdq z nier6wnosci, 

ktoéra mozna sprowadzi¢ do jednej z czterech postaci Wi) =ca() Wes) <0, 
| el ate) 
wes) 0 lub ade > 0, gdzie W(x) oraz P(x) sq wielomianami i P(x) # 0. 

| P(x) P(x) 

Podobnie jak w przypadku réwnan, dziedzing nierownosci wymiernej jest zbidr 

liczb rzeczywistych, za wyjatkiem tych liczb, ktére sq pierwiastkami wielomianéw, 

znajdujacych sie w mianownikach utamkow algebraicznych wystepujacych w tej 

nier6wnoSci. 

Rozwiazywanie nierOwnosci wymiernych pokazemy na przyktadach. 

Przyktad 1. 

Rozwiazemy nieréwnosci: 
ne 0 ye c) 1 
6 KEES USMXEES x?+1 

Ad a) Nieréwnos¢ majaca posta¢é 

W(x) 
P(x) 

jest rownowazna alternatywie 

W(x) > 07 P(x) 0 lub W(x) <01 P(x) 0: 

Jest tez rownowazna warunkowi 

W(x) - P(x) > 0 

Warunki te symbolicznie mozemy zapisa¢ tak: 

1) a >0 <> [(W(x) > 0A P(x) > 0) v (W(x) < 04 P(x) < 0)] 

2) a > 0 <> WO) PO) > 0 

Xe 
Najpierw okreslamy dziedzine nierdwnoSci : > 0. Otrzymujemy: 

D=R- {6} 

Korzystamy z punktu 1): Rozpatrujemy znaki licznika i mianownika utamka, wyste- 
pujacego po lewej stronie nierOwnoSci. 



Nierownosci wymierne B15 

X+ 

De — 

kowe znaki, czyli wtedy, gdy: 

x SO x+3<0 x>-3 x <-3 
V = V 

x-6>0 x-6<0 Ne Se Ne S16) 

Utamek : jest dodatni tylko wtedy, gdy licznik i mianownik utamka maja jedna- 

& [xe (6, +0) Vx'] (—0s, =3)| 

Zatem zbiorem rozwiazan nierOwnosci ‘ > 0 jest zbiér (20,3) U (6, +0). 

Korzystamy z punktu 2): Mnozymy nieréwnos¢ przez kwadrat mianownika. 

Zauwaz, ze wielomian (x—6) wystepujacy w mianowniku utamka przyjmuje zarow- 

no wartosci dodatnie, jak i ujemne. Nie mozemy wiec pomnozy¢ obu stron 

nierOwnoSci przez wyrazenie (x — 6). Mnozenie stron nier6wnoSci przez wyrazenie 

(x — 6)?, kt6re jest dodatnie dla kazdej liczby nalezacej do dziedziny, nie zmienia 
znaku nier6wnoSsci. 
Otrzymujemy: 

x22 >0 /- (x6) 

(x+3)(x-6) >0 

Teraz wystarczy rozwigza¢ nier6wnos¢ kwadratowg i uwzgledni¢ dziedzine nie- 

rownosci. 
x + 

Zbiorem rozwiazan nierdwnosci : > 0 jest zbidr (—20, —3) U (6, +00). 

4x+1 ee 3 

x+5 x45 
Dziedzing nier6wnoSci jest zbior 

R-—{-5} 

Ad b) 

Sprowadzamy nierOéwnos¢ do postaci 
P(x) 

4x +1 < anaes Ae 

¥4+5 =X+5 

AX +1 xX +3 

X45. X45 

5) <0 

x+5 

Mnozymy obie strony nier6wnosci przez kwadrat mianownika (dlaczego?) 

ee ee) ate SY 
+5 

(3x -—2)(x+5) <0 
a ; Zz 

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci kwadratowej jest przedziat = Z) Ale liczba (—5) 

< 0, zatem 

nie nalezy do dziedziny nieréwnosci. Zbiorem rozwiazan nierownosci 

ieee < “as jest przedziat | —5, 2) 
Gp) x45 3 
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e Sis 
ie 74 \ 

Dziedzina nieréwnosci jest zbiér liczb rzeczywistych. Sprowadzamy najpierw nie- 
W(x) 

< 0. Otrzymujemy: 
(x) 

Ad c) 

rownos¢ do postaci 

t ~ 5 <0, skad 
xP 

=x? 41 

2(x?+1) 
Zauwaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej wyrazenie w mianowniku utamka 

2(x?2+1) 
jest dodatnie, zatem obie strony nierOwnosci mozemy pomnozy¢ przez 2(x?+1). 

Znak nier6wnosci pozostanie bez zmiany. Otrzymujemy: 

—x7-+1<0 
Rozwiazujemy nierOwnosé kwadratowe 

-x74+1<0 = xe (~,-1) U (1, +=) 
Poniewaz dziedzina nierodwnoSci 

1 1 
2 Sg xe 2 

jest zbior R, wiec zbiér rozwigazan nierOwnosci kwadratowej jest tez zbiorem roz- 

wigqzan nierOwnosci wymiernej. 

Zbiorem rozwiqzan nierOwnosci a : jest zbidr (—co, -1) U (1, +0). 
x41 

Przyktad 2. 

oF: PASS ,,X- 
Rozwigazemy nierOwnosé F 

Xx+1 = x-2 

OkreSlamy dziedzine nierdwnoSci. 

D=R-{-1, 2} 

ress Py . W(x) : 
Przeksztatcamy nierOwnos¢ do postaci < 0. Otrzymujemy: 

XS Xe (x) ES a) 
X+1).X=2 

(x —3)(x —2) —(x +1)(x +2) <0 

(x21) G2) re 

—4(2x -1) 

(eli eez) 

Wyrazenie (x + 1)(x— 2) przyjmuje w zbiorze D zarowno wartosci dodatnie, jak tez 
ujemne, wiec zeby otrzyma¢ nier6wnos¢ rownowazng danej, pomnozymy obie 
strony nierdwnosci przez 

[+ e-2)° 
(wyrazenie [(x+1) (x= 2a) jest dodatnie dla kazdej liczby ze zbioru D). 
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Mamy: 

—4(2x—1)(x+1)(x-2) <0 

Wielomian W(x) =—4(2x — 1)(x + 1)(x- 2) ma trzy pierwiastki jednokrotne: 

=, = oraz 2. 
e; 

Wspotczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x jest ujemny. Szkicujemy frag- 

ment wykresu funkcji wielomianowej y = W(x) i odczytujemy zbi6r tych wszystkich 

argumentow, dla ktorych funkcja wielomianowa przyjmuje wartosci niedodatnie. 

W(x) <0 @S xe & 5) U (2, +00) 

Teraz nalezy uwzgledni¢ dziedzine nier6wnosci wymiernej. 

E (1 5] U (2,+0)Ax €R-{-1, 2) Sx e lt 5) Us) 

Zbior rozwigzan nierOwnosci Rie oe cit to,)—15 = U (2, +00). 
X ae LP Xs 2 Z 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz nier6wnosci: 

yee 30 Qed 
x A 

c) 44+X <9 d) 3 2 5X 

fot! x+2 x+2 

2. Rozwigz nieréwnosci: 
2 == Ap een Sy fede ac 
aes) Xo dex ase, 

2 
c) 4x +6 _ eae d) x°+4x +4 0 

pane. yarn x+2 

3. Rozwigz nierownosci: 
x-1 x b) x $ wi 

x-3° (x-3)(x +2) 
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Rownania i nierOwnosci wymierne Z parametrem 

Przyktad 1. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m (m e R), dla ktérych rownanie 
m x-5 ; 

= ma jedno rozwiazanie. 
esl Z 

Isposob (rozwiazanie algebraiczne) 

Okreslamy dziedzine rownania: 

D=R- {1}. 

Sprowadzamy réwnanie wymierne do réwnania kwadratowego, korzystajac z wtas- 

nosci proporcji: 

m _x=5 

Yel 2 

(x-1)(x-5)=2m 
x?—6x+5-2m=0 

Rownanie wymierne 

m— x=5 

aes my) 
ma jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie kwadratowe 

x?—6x+5-—2m=0 

ma jedno rozwigzanie rdzne od 1 lub dwa rozwiazania, z ktorych jedno jest rowne 1. 
Oznaczmy lewg strone r6wnania kwadratowego: 

f(x) =x?—6x+5-2m 

Otrzymujemy nastepujace warunki: 

om apts 

f(1) #0 iE) 
Obliczamy: 

e A=(-6)*?—4-1-(5—2m)=8m+16 
e f(1) =48-6-1+5—-2m=-2m 

Mamy: 

agar oes eae ae 
Vv S Vv 

=2mn = 0 =—2m = 0 meéeR-—{0} m=0 

= (m=-2vm=0) © me (2,0} 

Rownanie = =x = ma jedno rozwiazanie wtedy, gdy m «€ {-2, 0}. 
BXe — 

Ilsposob (rozwiagzanie z wykorzystaniem wykresow funkcji) 
Okreslamy dziedzine r6wnania 

D=R-{1}. 



Rownania i nieré6wnosci wymierne z parametrem 3] 7 

Sprowadzamy rownanie wymierne 

PROSE KEAS 
aay. 

do roéwnania 

x*— 6x = 2m—5, gdziex# 1. 

Otrzymane réwnanie traktujemy jako rownosé wartosci dwoch funkcji zmiennej x: 

flx) = x?— 6x oraz g(x) = 2m—5 okreSlonych w zbiorze R — {1}. 

Rownanie wymierne ma jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wykresy funk- 
cji fi g maja jeden punkt wspdolny. 

Aby naszkicowaé wykres funkcji f obliczamy potrzebne wielkosci: 

— miejsce zerowe: 0 oraz 6, 

— wspdotrzedne (Xw, yw) wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f: (3, —9). 

Ponizszy rysunek ilustruje te sytuacje. 

fX) =x?-6x, xe R-{1} 

Wykresem funkcji fjest parabola, 
z ktorej usunieto punkt (1, —5). 

Wykresy funkcji fi g maja jeden 

punkt wspolny wtedy, gdy 

g(x) =-9 lub g(x) =-5. 

Zatem: 

(2m—5=-9 v 2m—5=-5) © (2m=-4 v 2m=0) © 

<= (m=-2 v m=0) & me {-2, 0} 

Lok cohy 
Réwnanie ma jedno rozwiagzanie wtedy, gdy m € {—2, 0}. 

Przyktad 2. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m (m ¢ R), dla ktorych rownanie 

x?+(2m—3)x +m’-5m 

je ee 

ma dwa rézne rozwiazania jednakowych znakow. 

=() 
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Dziedzina rownania jest zbidr R — {2}. 
Rownanie wymierne ma dwa rézne rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie 

kwadratowe 

x2+ (2m—3)x+m?-5m=0 
ma dwa rézne rozwigzania x, Oraz X, Zz ktorych kazde jest rozne od 2. Rozwigzania 

te sq jednakowych znakow wtedy, gdy ich iloczyn jest dodatni. 

Otrzymujemy zatem nastepujace warunki: 

A>0 

f (2) #0 
X,°X, >0, gdzie f(x) =x?+(2m-3)x +m’-5m. 

Obliczamy: 

e A=(2m—3)*—4-1-(m?—5m) =8m+9 
e f(2)=4+(2m-3)-2+m?-5m=m’?—-m-2 
@ X1-X2=m’*—5m 

Rozwiazujemy otrzymany uktad warunkow: 

A>0 8m+9>0 8m > -9 

f2Q)40 © {m’-m-240 © {(m-2)(m+1) 400 

re ee eo) m’—5m> 0 m(m—5)>0 

m> cue 

: 1 
m €R —{-1, 2} = me(-15, 1 JUC1.UG6,+4) 

m €(—0, 0) U (5, +0) 

R6wnanie wymierne ma dwa rozne rozwiazania jednakowych znakow wtedy, gdy 

me Gr ue 0) U (5, +00) 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy zbidr tych wszystkich wartosci parametru m (m € R), dla ktérych 

er ., MxX?+mx +0,5 ee ee 
nierOwnosé > 0 spetniaja wszystkie liczby rzeczywiste. 

x’—mx +4 

Wyznaczymy najpierw wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych dziedzina 
nierownosci wymiernej jest zbidr liczb rzeczywistych. Zadamy zatem, aby wy- 
razenie 

x*—mx+4 
nie przyjmowato wartosci ré6wnej zeru. Tak sie dzieje tylko wtedy, gdy wyr6éznik 
tréjmianu x*— mx + 4 jest ujemny, czyli 

(-m)*-4-1-4 <0, zatem m?—- 16 < 0, skad 

m é€ (-4, 4) 



Rownania i nieréwnosci wymierne z parametrem 

Zauwazmy, ze dla kazdej liczby m € (—4, 4) wyrazenie x?— mx + 4 jest dodatnie (dla- 
czego?). 

p mx?+mx +05 , REP oot 
Zatem wartos¢ ulamka —.—_~~ jest dodatnia tylko wtedy, gdy jego licznik 

x°—mx +4 

jest dodatni, czyli wtedy, gdy dla dowolnej liczby rzeczywistej x spelniona jest nie- 
rownos¢é 

mx* + mx + 0,5 > 0, gdzie m e (-4, 4). 

Rozpatrzymy dwa przypadki: 

Em=0 oraz II. m € (-4, 0) U (0, 4). 

Ad I. Jeslim=0, wowczas nier6wnos¢ ma posta¢ 0,5 > 0 i jej zbiorem rozwigzan jest 

zbior R. Zatem w tym przypadku speinione sq warunki zadania. 

Ad Il. Jeslim € (+4, 0) U (0, 4), wowczas nieréwnosé jest kwadratowa i spetnia ja 

kazda liczba rzeczywista tylko wtedy, gdy wspotczynnik przy x’ jest dodatnii A < 0. 

Otrzymujemy nastepujacy uktad warunkow: 

me€(0,4 0,4 0,4 
abe —s eg ie) © Neal eR m é (0, 2) 

m’—2m <0 m(m—2) <0 m € (0, 2) 

Po zsumowaniu rozwigzan otrzymanych w obu przypadkach formutujemy odpowiedz. 
mx?+mx +0,5 

2 
NierOwnos¢ wymierna 

x°—mx +4 
> 0 speinia kazda liczba rzeczywista wtedy, 

gdy m €(0, 2). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla kt6rych rownanie wy- 

mierne ma jedno rozwiazanie, jesli: 
—m b) m+3 _ 9 

—4 xX —1 
=X 

2. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m e€ R), dla kt6rych rownanie wy- 
: +1 a : ; 

mierne ”*~ =5—x ma dwarozne rozwiqzania. 

3. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m «€ R), dla kt6rych rownanie 

x*— (2m +1)x +m’+ 2m 
= 0 ma dwa rézne rozwigzania jednakowych znakow. 

xX 

4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m ¢€ R), dla ktorych zbiorem roz- 

mx?+5mx —1 
2 

< 0 jest zbiér liczb rzeczywistych. 
x —3x+4 

wiazan nier6wnosci 

Sig 
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Proporcjonalnosé odwrotna 

Na lekcji fizyki poznates prawo Boyle’a-Mariotte’a, ktore informuje nas, ze objetos¢ 

V gazu doskonatego i jego ciSnienie p sq w statej temperaturze wielkosciami od- 

wrotnie proporcjonalnymi, czyli 

p- V=constans 

Definicja 1. 
Proporcjonalnosciag odwrotna nazywamy zaleznos¢ miedzy dwiema wiel- 

kosciami zmiennymi x, y, okreslong wzorem x - y = a, gdzie a jest liczba réznq od 

zera. O zmiennych x iy méwimy, ze sq odwrotnie proporcjonalne. Wspdtczynnik a 

nazywamy wspotczynnikiem proporcjonalnoSci odwrotnej. 

Przyktad 1 : 

a) Szukamy par liczb rzeczywistych (x, y), ktorych iloczyn jest staty i wynosi —3. 

Interesujg nas wszystkie pary liczb rzeczywistych, spetniajace rownanie 

x-y=-3 

Wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne; liczba —3 jest wspdotczynnikiem 

proporcjonalnosci. 

Rownanie x - y=—3 mozemy zapisa¢ w postaci 

= rien gdzie x #0 
x 

(liczba x r6wna 0 nie spetnia rownania x - y=—3). 

Szukane pary (x, y) spetniajace rownanie 

x - y =—3 to wspolrzedne punktoéw nalezacych 
do hiperboli bedacej wykresem funkcji 

=3 gdzie x # 0 (rysunek obok). Jest nieskon- 
Xx 

czenie wiele par liczb spetniajacych rownanie 

x: y=-3 

b) Odcinek AB o dtugosci 12 cm dzielimy na x jednakowych czesci 0 dtugosci y cen- 

tymetrow kazda, tak aby dtugos¢ kazdej czesci byta liczba naturalna. 

Zwiazek pomiedzy liczba odcinkéw a ich dtugoscia mozemy zapisaé: 

X-y=12, gdziex e N,iy € N,. 

Liczba rownych odcinkow, na kt6re dzielimy odcinek AB, jest odwrotnie propor- 
cjonalna do ich dtugosci. Liczba 12 jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci od- 
wrotnej. 



Proporcjonalnosé odwrotna 

Zaleznos¢ x - y = 12, gdzie x e N,,y © N,, mozemy y 

zapisac w postaci y = —. Punkty o wspétrzednych ss 
x 

(x,y), gdzie x oznacza liczbe czesci, na jakie podzielono 

odcinek AB, ay - dtugos¢ kazdej z czesci wyrazajacej sie 

liczba naturalna dodatnia, tworza wykres funkcji 

y= os gdziex <€ {1, 2, 3;4, 6,12} x 

0 

8 

6 
4 

2 

(rysunek obok). Jest szes¢ par liczb spetniajacych wa- 0204) 6 $10 12 14x 

runki zadania: 

(1742); (2,6), (3, 4), (4/3); (6, 2), (1271): 

Przyktad 2. 
Pewien kierowca ma zwyczaj kupowania benzyny za statq kwote. Ponizszy wykres 

przedstawia zaleznos¢ miedzy cena 1 litra benzyny a liczba litrow zatankowanego 

paliwa, przy statej kwocie przeznaczongj na ten cel. Na wykresie (rysunek ponizej) 

zaznaczono punkt odpowiadajacy transakcji z dnia 12.11.2012. 

a) Napiszemy wzor opisujacy zaleznos¢ mie- 3 Y, 

dzy cena 1 litra benzyny aliczbakupionych £ 

litrow paliwa. Wskazemy wspotczynnik 4& a 

proporcjonalnosci. 
Ww oO 

b) Obliczymy, ile litr6w paliwa kupit kierow- 

ca 5.04.2013, jesli cena benzyny wzrosta = 29 

o 4% w stosunku do ceny z 12.11.2012. 
c) W dniu 22.02.2010 kierowca kupit za te _—10 

sama kwote o 5 litr6w benzyny wiecej niz 

12.11.2012. Obliczymy, ile wtedy koszto- 0 
; EPA By EE OGY tS) 7h Sh IRE 

wat litr benzyny. cena 1 litra benzyny [zt] 

Ad a) Cena 1 litra benzyny iliczba zakupionych litrow benzyny to wielkosci odwrot- 

nie proporcjonalne. Wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest stata kwota k prze- 

znaczana na zakup paliwa. Zatem 

k=5,5-20=110 (zt) 

WzO6r opisujacy zaleznos¢, ktérej wykres jest przedstawiony na rysunku, to 

x-y=110, gdzie x > 0. 

Ad b) JeSli cena 1 litra benzyny wzrosta 0 4%, to 5.04.2013 za te sama kwote kie- 

rowca kupit 
S10 eer i0 ee = = Mita DERZ YY. 

14a 5/2 

Ad c) W dniu 22.02.2010 kierowca za te sama kwote kupit 25 litrow benzyny. Zatem 

litr benzyny kosztowat 

110: 25 =4,40 (zt) 

ey ail 
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Zastanowmy sie teraz, jak w przypadku dodatnich wielkosci odwrotnie proporcjo- 

nalnych zmiana jednej z nich wptywa na zmiane drugiej. W tym celu rozwazymy 

prostokaty o stalym polu 10 cm’. Przyjmijmy oznaczenia: 

x — dtugos¢ jednego boku prostokata (w cm), x > 0 

y - dtugos¢ drugiego boku prostokata (w cm), y > 0. 

Pole prostokata wyraza sie wzorem: 

P=x-y, zatem x-y=10. 

Dtugosci bokéw prostokata sq wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi. Wspotl- 

czynnikiem proporcjonalnosci jest liczba rowna polu prostokata, czyli 10. Po wy- 
; . 10 

znaczeniu zmiennej y ze wzoru otrzymujemy y = —. 
x 

Funkcja y = Bh gdzie x > 0, jest funkcjg malejaca, wiec 6+ 
Xx 

ie rs F 5 
wraz ze wzrostem argumentéw wartosci funkcji maleja , 

(i odwrotnie: jesli argumenty maleja, to wartoscifunkcji 3 

rosna). 2+ 

Son Se es ee ee 
O-t-243) 4 .SaGurs x 

Na podstawie ponizszej tabelki przeanalizujmy, w jaki sposob zmiana wartosci 

zmiennej xX wptywa na wartos¢ zmiennej y. 

Dtugos¢ boku x (cm) 0,25 0,5 1 2 4 | 

Dtugosé boku y (cm) 40 20 10 5 253 

Na pewno zauwazyte§, ze jesli dtugos¢ boku x prostokata zwiekszymy, na przyktad 

dwa razy, to dwa razy zmniejszy sie dlugos¢ boku y prostokata. Podobnie, jesli dtu- 

gos¢ boku x prostokata zmniejszymy pie¢ razy, to dtugos¢ boku y zwiekszy sie pie¢ 
razy. 

Przyktad 3. 

Maciek i Kamil mieszkajq w miejscowoSciach potozonych przy tej samej szosie. Ma- 

ciek czesto odwiedza Kamila. Pokonuje wowczas te trase w czasie 15 minut, jadac 
na motocyklu z predkoscig 48 km/h. 

a) Obliczymy, ile czasu zajetoby mu pokonanie tej drogi pieszo z predkoscia 4 km/h. 

b) Wyznaczymy Srednig predkos¢ autokaru, ktory pokonuje te trase w czasie 12 minut. 

W ruchu jednostajnym prostoliniowym droge s przebyta w czasie t z predkoscia v 

wyraza wzor v - t= s. Droga jest wielkoscia stata, zatem we wzorze 

v-t=s 
wielkoSsci vi t sq wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, zas s jest wspétczynni- 
kiem proporcjonalnosci odwrotnej. 



Proporcjonalnosé odwrotna 

Ad a) Maciek droge s pokonuje na motocyklu w czasie 15 minut, jadac z predkoscia 
48 km/h. Po przeliczeniu czasu na godziny (15 min = 0,25 h) mamy: 

0,25-48=s 

Idac pieszo, Maciek pokonatby te droge z predkoscia 4 km/h. Zatem 

t-4=s, gdzie t oznacza czas (w godzinach) tej wedréwki. 

Otrzymujemy zaleznosc: 

€-4—>0.25-48,... stad 

t=3 

Maciek szedtby pieszo 3 godziny. 

Ad b) Autokar pokonuje te trase w czasie krétszym od poprzednich, zatem pred- 

kos¢ autokaru powinna by¢ wieksza niz predkos¢ motocykla. Podstawiamy teraz do 

wzoru w miejsce ¢ czas jego przejazdu, przeliczony na godziny (12 min = 0,2 h): 

v-0,2=0,25- 48, stad 

v=60 

Autokar jedzie z predkosciqa 60 km/h. 

Przeanalizujmy otrzymane wyniki. Zauwaz, ze: 

e na pokonanie trasy motocyklem z predkoscig 48 km/h Maciek potrzebuje 15 mi- 

nut, zas idac pieszo z predkoScig 12 razy mniejsza, potrzebuje 12 razy wiecej cza- 

su, czyli 

12-15 min=180 min=3h 

e autobus pokonuje trase w czasie 12 minut, czyli w czasie 1,25 razy krétszym niz 

Maciek na motocyklu, zatem jego predkos¢ jest 1,25 razy wieksza niz predkos¢ 

motoru i wynosi 

1,25 - 48 (km/h) = 60 (km/h) 

Kilkakrotny wzrost jednej zmiennej powoduje, ze druga tyle samo razy sie zmniej- 

sza. Podobnie, jesli jedna z nich kilkakrotnie maleje, druga tyle samo razy wzrasta. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Czterech robotnikéw wykonato pewng prace w czasie 12 godzin. Oblicz, ilu ro- 

botnikéw (pracujacych z taka samq wydajnoscia) wykona te sama prace 

w ciggu 5 godzin i 20 minut. 

2. Pole trojkata ABC 0 podstawie AB majacej dtugos¢ 10 cm jest rowne 40 cm’. 

Jaka dtugosé ma podstawa trdjkata 0 tym samym polu, ktorego wysokos¢ 

opuszczona na te podstawe jest: 
a) cztery razy dtuzsza 

b) trzy razy krétsza od wysokosci tréjkata ABC poprowadzongj na bok AB? 

Ile razy nalezy zwiekszyé podstawe trojkata, aby pole nie ulegto zmianie, jesli 

wysokoéé tréjkata bedzie mie¢ 2 cm dtugosci? 
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Funkcje wymierne ; 

Definicja 1. 

Funkcje F(x) = sacs 
W, (x) 

funkcja wymierna. Dziedzina funkcji wymiernej jest zbidr liczb rzeczywistych 

z wyjatkiem tych liczb x, kt6re sq pierwiastkami wielomianu W,(x), czyli 

D=R — {x: W,(x) = 0}. 

, gdzie W,(x), W2(x) sq wielomianami i W2(x) # 0, nazywamy 

JeSli st.W2(x) = 0, czyli W2(x) jest stata roznq od zera, to funkcja wymierna jest wie- 

lomianem, np. 
oe 

E(Qj= woos czyli 

F(x) = oe _ 2x +3, gdzie D=R. 

Z kolei kazdy wielomian jest funkcjg wymierna, poniewaz mozna go przedstawic¢ 

w postaci ilorazu dwoch wielomian6ow (jakich?). 

Oto przyktady funkcji wymiernych: 
4 

Ad hs b) LE) eran ete 
Xx 

7 

c) reas aE less ey 1 d) F(x) = ,D=R 
ah x745 

Przyktad 1. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla kt6érych dziedzina funkcji wy- 

miernej F(x) = jest zbior R. 
(m?-1)x’+(m+1)x —5 

Dziedzing funkcji F jest zbidr liczb rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian 

W,(x) = (m?— 1)x?+ (m+1)x-5 

nie przyjmuje wartoSci r6wnej zeru. 

Rozpatrzymy dwa przypadki ze wzgledu na wartos¢ wspotczynnika przy x*: 

I. m@-1=0 Il. m?2—120 

AdI. m*-1=0 © (m—1)(m+1)=0 © (m-1=0 vm+1=0) © (m=1 v m=-1) 

e Jesli m= 1, to W2(x) = 2x — 5; wielomian W2(x) przyjmuje wartosé réwngq zero 
wtedy, gdy x = 2,5. Zatem parametr m = 1 nie spetnia warunk6w zadania. 



Funkcje wymierne 

e Jeslim=-—1, to Wo(x) =—5; wielomian W2(x) nie przyjmuje wartosci rownej zero. 

Zatem parametr m =~—1 spetnia warunki zadania. 

Ad Il. Jeslim?—1+0, czylim € R- {-1, 1}, to 

W(x) = (m*— 1)x?+ (m+ 1)x-—5 
jest wielomianem stopnia drugiego i nie przyjmuje wartosci ro6wnej zeru wtedy 
i tylko wtedy, gdy jego wyrd6znik jest ujemny. 
Otrzymujemy: 

(m + 1)?—4(m?-1)(—-5) < 0 

(m+ 1)?+ 20(m—1)(m+1) <0 

(m+1)(m+1+20m-— 20) <0 

(m+1)(21m-19) <0 

Zatem me 4,1? E 
Pal 

Ostatecznie mamy 

m=-1v me oe ome pel? 
ZA Zh 

Dziedzina funkcji F(x) = ( ; De? ( 1D eile zbior liczb rzeczywistych wte- 
i +(m+1)x — 

19 
dy, gdyme a 2 | 

Przyktad 2. 
Ss 

x°+5x +6 

wiadomo, ze liczba 4 jest miejscem zerowym funkcji. Obliczymy pozostate miejsca 

zerowe funkcji G i podamy zbiér wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja G 

przyjmuje wartoSci ujemne. 

Zapisujemy dziedzine funkcji: D = R — {-3, —2}. Wz6r funkcji G mozemy zapisac 

w postaci 

G(x) = x?+ax—-12 

(x +2)(x +3) 

Liczba 4 jest miejscem zerowym funkcji, wiec 

G(4) =0 

Otrzymujemy: 

4°+4a-12 _ 0 

4°4+5-4+6 

4a+52 _ eee 

4a +52=0, czylia=—-13. 

0, skad 

SY45) 
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Jesli a =—13, to miejscem zerowym funkcji wymierne} G jest liczba 4. Wyznaczamy 

pozostate miejsca zerowe funkcji: ) 

Bee Se (i edviex oR (3,2) 
x°+5x +6 

x3—13x-12=0 

x°—x-12x-12=0 

x(7= 1) = 12(x4 1=0 
x(x-—1)(x+ 1) —12(x+ 1) =0 

G1) (xe =x = 12) =0 

(x+ 1)(x-4)(x + 3) =0 

x+1=0 v x-4=0 v x+3=0 

X=—l VX=4AV X=E5 

Liczba —3 nie nalezy do dziedziny funkcji. 

Drugim miejscem zerowym funkcji wymiernej G (oprocz 4) jest liczba —1. 

Teraz wyznaczamy zbior wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja G przyjmuje 

wartosci ujemne. 
Bi — 

a ee peered iene ee 
x°+5x +6 

(x +1)(x -4)(x +3) Zo 

(x + 2)(x +3) 

Mei) ae): 
xXx+2 

(x + 1)(x-4)(x + 2) < 0 

Szkicujemy wykres funkcji wielomianowej 

f(x) = (x + 1) (x -— 4) (x + 2) 

Odczytujemy zbior tych argumentow, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartoSsci 
ujemne w zbiorze R — {—3, —2}. Otrzymujemy: 

x €(-o, —2) U (-1,4) 
eRe ae = xe(-,-3) U(-3,-2) U (1,4) 

Wspotczynnik a we wzorze funkcji G jest rowny —13; funkcja G ma jeszcze jedno 
miejsce zerowe: —1; funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne wtedy, gdy 

x € (-, -3) U (3, -2) U (1, 4). 



Funkcje wymierne S27, 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji F(x) = 
4x 

1. 

Dziedzing funkcji F jest zbidr liczb rzeczywistych, bo dla kazdej liczby x € R wyra- 

zenie x° + 1 przyjmuje wartos¢ réznqa od zera. Szukamy zbioru wartosci funkcji F, 

czyli zbioru tych elementow y nalezacych do przeciwdziedziny, dla kt6rych istnieja 

takie argumenty x w dziedzinie funkcji, ze y jest wartoscia funkcji F dla pewnego x. 

Oznaczmy wartosci funkcji litera y. Mamy: 

y= sd > y(x?+1)=4x © yx*®+y-4x=0 © 
bass, oA 

= yx-4x+y=0 

Otrzymalismy réwnanie z niewiadomg x (y jest parametrem). 

e Jesli y= 0, to r6wnanie jest liniowe i ma jedno rozwiazanie x = 0; zatem istnieje 

taki argument nalezacy do dziedziny funkcji (0 € D), ze y= F(0) = 0. 

e Jesli y ¥ 0, to rownanie 

yx?—4x+y=0 

jest rownaniem kwadratowym i ma rozwiazania tylko wtedy, gdy A > 0. Stad 

A220 = 16-4720 © y’<4 © ye2,0)U (0,2) 

Ostatecznie otrzymujemy: 

[y=0 v ye (2,0) v (0,2)] = y (2,2) 
4x 

x?+1 
Zbiorem wartosci funkcji wymiernej F(x) = jest przedziat (—2, 2). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 
3 Be i 

1. Jednym z miejsc zerowych funkcji F(x) = cree jest liczba —6. 
x 

a) Oblicz wspotczynnik a. 

b) Wyznacz pozostate miejsca zerowe funkcji F. 

c) Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji F. 

d) Naszkicuj wykres funkcji F. 

2. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych dziedzina funkcji wy- 

x’+2(m+1)x +9m-5 

x’+2x —m 

ma dwa miejsca zerowe réznych znakow. 

miernej F(x) = jest zbidr liczb rzeczywistych i funkcja F 

6x 

x +1 
3. Wyznacz zbior wartosci funkcji wymiernej G(x) = 
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Funkcja homograficzna ’ 

W tym temacie naszkicujemy wykresy i oméwimy wiasnosci funkcji wymiernej, 

kt6ra jest ilorazem wielomian6w stopnia pierwszego (i ktora nie jest wielomianem). 

Definicja 1. 
ax 

Funkcja homograficzna nazywamy funkcje wymierng y = oot gdzie c#0 
CX 

iad —cb# 0. Dziedzina funkcji homograficznej jest zbidr R — ' aI. 
c 

Funkcje homograficzne bedziemy oznacza¢ wielkimi literami. 

Oto przyktady funkcji homograficznych: 

, e : : wartosci wspotczynnikow 
wzor funkcji homograficznej 

a b Cc d 

ki} 
FQ) ==, D=R-{0} 0 3 Ly ile aed 

G(x) = ; D=R-{2 a ie pcre {2} 1 0 1 2 

x-—1 
H Se eset oy) D = R as 0 = ON arr {0} 1 1 4 0 

—3x +4 1 
W(x) = , D=R-4-3= = Ces ane + 3 4 2 7 

Przyktad 1. 

Sprawdzimy, czy funkcje okreslone wzorami: 

T= b) Gay ==" 
x +2 

sq funkcjami homograficznymi. 

Ad a) Dla funkcji F zachodzi r6wnosé 4 - 2— 1-8 =0, wiec nie jest to funkcja homo- 
graficzna. Je) wz6r mozemy zapisac¢ w postaci 

F(x) =4, D=R- {-2} 

Wykresem funkcji jest prosta o r6wnaniu y = 4 bez jednego punktu (—2, 4). 

Ad b) Gdyby funkcja G byta funkcja homograficzna, wowczas mianownik utamka 
wystepujacego we wzorze funkcji miatby posta¢ cx + d, gdzie c + 0. Ale mianownik 
funkcji G jest rowny 4, wiec c = 0. Zatem funkcja G nie jest funkcjag homograficzna. 

Funkcja G jest funkcja liniowa. Jej wykresem jest prosta o rownaniu y = a x S 



Funkcja homograficzna 

Wykresem kazdej funkcji homograficznej jest hiperbola. Potrafisz juz naszkicowac 

wykres funkcji homograficznej y= a Kazda z dwoch czesci hiperboli jest jej gatezia. 

Teraz naszkicujemy wykresy F(x) = : G(X) = a nastepnie na ich podstawie 
x 

omowimy wiasnosci funkcji homograficznej y = es wtedy, gdy a > 0 oraza < 0. 
x 

Wykres funkcji y = <, x € R—{0} Wykres funkcji y = ae x € R— {0} 
x 

Gatezie hiperboli znajduja sie w | i II] Cwiartce uktadu wspdtrzednych, jesli a > 0, 

albo w ILi IV éwiartce uktadu wspotrzednych, jesli a < 0. Wykres funkcji jest syme- 

tryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. 

dziedzing funkcji jest zbior R — {0} 

funkcja nie ma miejsc zerowych 

wykres funkcji nie przecina osi OY 

funkcja jest roznowartosciowa 

funkcja nie przyjmuje ani wartoSci najmniejszej, ani najwiekszej 

jeslia > 0, to | jeslia < 0, to 

e funkcjaprzyjmuje wartoscido- | e funkcja przyjmuje wartosci do- 

datnie w przedziale (0, +), | datnie w przedziale (—«, 0), 

a ujemne w przedziale (—%, 0) a ujemne w przedziale (0, +00) 

e funkcja jest malejaca w kazdym e funkcja jest rosnaca w kazdym 

z przedziatow: (—%, 0), (0, +0) z przedziatéw: (—«, 0), (0, +00) 

og a ; : ers 
Zauwaz, ze ze wzoru y= —, gdzie a # 0ix¥ 0, otrzymujemy zaleznos¢ x - y=a, co zna- 

x 

czy, ze iloczyn dowolnego argumentu x i odpowiadajqcej mu wartoSci funkcji y jest 

wielkoscia stata, rowng a. Zatem x i y to wielkosci odwrotnie proporcjonalne. 

Dlatego funkcje homograficzna y = ed nazywamy takze proporcjonalnoscia odwrotna. 
x 

O29. 
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Przyktad 2. 

Na ponizszym rysunku przedstawione sa: wykres proporcjonalnosci odwrotne}j 

Y= ne gdzie x « R- {0}, 
x 

oraz prostokaty ABOD, OPRS oraz OMNK. Wykazemy, ze pole kazdego prostokata 

przedstawionego na rysunku jest rowne 5. 

Na pewno zauwazytes, ze prostokaty na rysunku majq pewne charakterystyczne 

cechy: 

e jeden z wierzchotké6w prostokata umieszczony jest w poczatku uktadu 

wspotrzednych 

e jeden z wierzchotkéw nalezy do wykresu funkcji y = a 
ze 

e dwa boki zawieraja sie w osiach uktadu wspotrzednych. 

Rozwazmy jeden z prostokatéw, np. prostokat ABOD. 

Zauwaz, ze wierzcholek A tego prostokata ma wspdotrzedne A [x =), gdzie x +0 
x 

(dlaczego?). Diugosci bokéw prostokata mozemy zapisa¢ nastepujaco: 

|DO| = |x| oraz |BO| = a ,gdziex#0. 
x 

Pole prostokata ABOD jest rowne P = |DO| - |BO| = |x| - 2 , czyli 
x 

P=\x 3 =5 
x 

Postepujgc podobnie, wykaz, ze pozostate przedstawione na rysunku prostokaty 
majq pole rowne 5. 

W kolejnym przyktadzie zobaczymy, jak wyglada wykres funkcji homograficznej, 
ktora nie jest proporcjonalnoscia odwrotna. 



Funkeja homograficzna 

Przyktad 3. 
Ea 

4x +13 

+2 
Nastepnie na podstawie wykresu oméwimy wiasnosci tej funkcji. 

Naszkicujemy wykres funkcji homograficznej F(x) = , gdzie x € R — {-2}. 

Wykres funkcji F przecina osie uktadu wspotrzednych w punktach 

Ge 0) oraz [o, 63 | 
4 2 

Przeksztatcimy teraz wzor funkcji F do postaci F(x) = +q, gdzie k# 0. 

Zrobimy to na dwa sposoby. 

I spos6b 

Podzielimy wielomian (4x + 13) przez wielomian (x + 2). 

t W wyniku dzielenia otrzymalismy iloraz 4 i reszte 5. 

(4x +13): (x+2) Wynik zapisujemy w postaci 

feet eBoy Ves 
= as | x+2 

Zatem wzor funkcji F mozemy zapisa¢ w postaci F(x) = 4 + =. 
x+ 

Il spos6b 

F(x) = 4x +13 e mianownik utamka (x + 2) mnozymy przez wspot}- 
x+2 czynnik 4 i otrzymane wyrazenie uzupetniamy tak, 

F(x) = 4(x+2)+5 | aby otrzymac licznik utamka rowny 4x + 13: 

fe fase : 4x+13=4(x+2)+5 
F(x) = ee) + _e utamek zapisujemy w postaci sumy utamk6éw o ta- 

x42 a Pe 
5 kim samym mianowniku x + 2 

F(x) =4+ ey |e skracamy pierwszy sktadnik sumy 

Wykres funkcji 

F(xy=4 + am 
x+2 

powstaje w wyniku przesuniecia r6wnolegtego wykresu proporcjonalnosci od- 

wrotne} 

ve > 9 wektor u= [-2, 4] 
x 

Wykres funkcji F ilustruje ponizszy rysunek. 

foil 
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as ar aca Oa SR pe am 

t—+— ——}-+—+ + +++} > 
bese 1 IDA eae ae Nar 

+-2 

10-9 -8 -7 -6-5 -4 2 

1. D=R-{-2} 
2. ZW=R-{4} 
3. Funkcja F ma jedno miejsce zerowe: | 

| RR 

A. F(x) S00 = xX ¢ [-2, at)u (—2, +00) 

F(Qxy)<0 @ xe [-a. -2) 

5. Funkcja F jest malejaca w kazdym z przedziat6éw: (—co, —2) oraz (—2, +00). 

6. Funkcja F nie przyjmuje wartoSci najwiekszej ani najmniejszej. 

7. Wykres funkcji F jest symetryczny wzgledem punktu (—2, 4). 

Zwro¢ uwage, ze proste 0 rownaniach y = 4 oraz x = —2 wyznaczajq dwa obszary, 

w ktoérych znajduja sie gatezie hiperboli. Rownania tych prostych tatwo odczyta¢, 

znajac wspotrzedne 
wektora u. 

Przyktad 4. 

Wykres funkcji G(x) = 2 “ gdzie x € R — {4}, powstat w wyniku przesuniecia 
xX — 

rownolegtego wykresu funkcji y = Se o wektor u = [a, bj. 
x 

a) Wyznaczymy wspoirzedne wektora u. 

b) Wyznaczymy zbiér tych argumentow, dla ktorych funkcja G przyjmuje wartosci 
nie mniejsze niz —1. 

Ad a) Przeksztatcimy wzor funkcji G(x) = oo gdzie x e R- {4}. 
XG — 

Mamy: 

sje a 2x —7 = eae i! 

2x-8 2(x-4) 2(x —4) 2(x —4) 



Funkcja homograficzna 

Wykres funkcji G(x) = = 

kresu funkcji y = = o wektor u = [4, 1]. 

Adb) 
2x —7 2x —7 

g=1 4 2 = Ae = Gear Onxed) o 

[SaB sonxes) > [(4x-15)(2x-8) >0axz4] © 

Funkcja G(x) = a = przyjmuje wartosci nie mniejsze niz —1 wtedy, gdy 

re {-2,33)U (6,49) 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Wsréd unas funkcji znajdujq sie funkcje ye Wskaz je. 

a) F(x) = = by Figs Poe ie 

cee d) F(x) = 42.5 
x Xx+3 

2. Naszkicuj wykres funkcji homograficznej F ioméw Wg wtasnosci, jesli: 

a) F(x) =-2 b) FQ) = 

Ah =e d) Fx) = = 

3. Wykres funkcji G powstat w wyniku przesuniecia rownoleglego wykresu 

funkcji F o wektor u. Wyznacz wspoirzedne wektora u, a nastepnie podaj prze- 

dziaty pugucrenicanese funkcji G, jesli: 

a) Fix) = =, Go) = == b) Fx) =-3, 60 = 2@— 
FU) = 2, 6x)= 297 d) F(x) = 2, G(x) = E+? 

4. Wyznacz zbior wszystkich argumentow, dla ktérych funkcja homograficzna 
3x —5 

F{x) = 
(x) x+3 

przyjmuje wartosci wieksze od 2. 

=7 Fo of 
as powstat w wyniku przesuniecia rownolegtego wy- 
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Zastosowanie wiadomosci o funkcji homogra- 

ficznej w zadaniach 

Przyktad 1. 
MERE : 

Wyznaczymy wspotczynnik a we wzorze funkcji homograficznej F(x) = a Ae 

wiedzac, ze dla argumentu 2 funkcja F przyjmuje taka sama wartoSc jak funkcja ho- 

mograficzna G(x) = eae 
x-2 

Obliczamy wartosé funkcji G dla argumentu >. 

Funkcja F dla argumentu 2 tez przyjmuje wartos¢— > wiec otrzymujemy rownanie: 

a:— 

Z. 

5 
= + 4 

z ktorego obliczamy a: 

O7, 
a=—-— 

(ae) 

a=2 

; oor : nat ; EX 
Wspotczynnik a jest rowny 2. Funkcje F opisuje wzor F(x) = rT 

xX + 

Przyktad 2. 

Narysunku ponizej przedstawiony jest wykres funkcji homograficznej F(x) = oe 

gdzie x # —c i ac — b # 0. Korzystajac z tego rysunku oraz wiedzac, ze do wykresu 
funkcji F nalezy punkt A(—5, 2), wyznaczymy wspotczynniki a, b, c. 
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Najpierw przeksztatcimy wzor funkcji F(x) = EXZEe 
X+C 

Ww nastepujacy sposob: 

ax+b_a(x+c)-—ac+b _ Ax +c) +(b-ac) eee b-ac 
F(x) = 

X+C X+C X+C X+C 

Wykres funkcji 

b-—ac Aaj) -oF 
DG ap B 

powstat w wyniku przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji 

b-—ac 3 
= —— owektoru = [-c, a] 

Z rysunku odczytujemy wspotrzedne wektora przesuniecia 

eta 

Stad otrzymujemy: c= 3 ia=1.Zatem wzor funkcji F ma posta¢: F(x) = uy 2 
X+ 

Wartosé wspotczynnika b obliczymy, korzystajac z informacji, ze punkt A(—5, 2) 

nalezy do wykresu funkcji F. Otrzymujemy: 

Peg had Habe =A, cay 
—5 +3 

b= A 

Wspoiczynniki we wzorze funkcji F maja wartosci: a= 1, b=1,c=3. 

Przyktad 3. 

1 

y-2 

naszkicujemy wykres funkcji y = F(x). 

Z rownania i 3 + = 1 wyznaczymy y jako funkcje F zmiennej x, a nastepnie 
x + 

Rownanie + Lee 1 jest okreslone wtedy, gdy x#—-3 iy# 2. 
+3 y-zZ 
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Wyznaczamy y z rownania: 

1 1 a ara ae \ Pe xe 

Xo. Vee Ve x +3 y-2 x+3 

x+3 x+3 Sere yy 
-2= , X#-2 = 2 = 

ahd . Ree <i Kt 2 

_ 3(x +2) +1 oo t 

Xx+2 XZ 

Funkcje F opisuje wzor F(x) =3 + as, Dziedzina funkcji F jest zbidr D=R-—{—3, —2}. 
x + 

Wykres funkcji F przedstawia ponizszy rysunek. 

1 
1 
' 
1 
' 
! 
' 
! 
! 
1 
1 
1 
' r 
' 
! 
' 
! 
' 
' 
' 
' 

1 

1 
t 
' 
I 
' 
1 
! 
' 

Przyktad 4. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m (m e€ R), dla ktorych funkcja wy- 

mierna F(x) = mers, gdzie x 4 —m, jest funkcja homograficzna, rosnaca w prze- 
x+m 

dziale (—m, +00). 

Funkcja F(x) = mats jest funkcjq homograficzng wtedy i tylko wtedy, gdy m?— 12 +0, 

czyli 

|m| # 2/3, skad m € R— {-2v3, 2V3}. 

Przeksztatcimy wzor funkcji F. 
Otrzymujemy: 

F(x) = mx +12 m(x +m)—m’+12 _ m(x +m)+(12—m?) | 

x+m x +m xX+m 
12= mn" 

all Se , gdzie x #—m 
x mn 

Wykres funkcji F(x) = mks powstat w wyniku przesuniecia rownolegtego wy- 

2 

kresu proporcjonalnosci odwrotnej y = coe: o wektor u = [—m, m]. 
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ive ee a : ; me 
Z wtasnosci funkcji y = —, gdzie a # 0, wiemy, ze jest ona rosnaca w kazdym z prze- 

x 

dziatéw (—c, 0), (0, +00) wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0. 

Zatem funkcja F(x) = make jest rosnaca w kazdym z przedziato6w (—0, —m), 
x+m 

(—m, +00) wtedy i tylko wtedy, gdy 12 — m* < 0, czylime (0, a73) U (243, +00), 

Funkcja F(x) = make gdzie x # —m, jest funkcja homograficzna, rosnaca w prze- 
m 

dziale (—m, +00) wtedy, gdy m € (xo, 22.3) U (203) +00). 

Prayktad 5. 
Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru k (k € R-— {—1}), dla ktorych r6wnanie 

: +o] = See gdzie x # 4, ma dwa rozwigzania ujemne. 
x +4 k+1 

Rownanie rozwiqgzemy, wykorzystujac wykresy odpowiednich funkcji. Niech 

z 
F(x) = +3 
@) x+4 

,gdziex#—4, i G(x)= Kael gdzie k#-1. 
k+1 

Rownanie F(x) = G(x) ma dwa rozwiazania ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy wy- 

kresy funkcji y = F(x) iy = G(x) maja dwa punkty wspdlne, ktorych odciete sq licz- 

bami ujemnymi. 

Wykres funkcji F(x) = | i + 3| powstaje w nastepujacy sposob: 
x+ 

maie oe 2 y =1F,00| 2 
x x+4 x+4 

Do wykresu funkcji F nalezqa punkty: fo a5 | i [-4 :, 0} 

Funkcja G(x) = — gdzie k 4-1, jest funkcjq statg. Sytuacje ilustruje ponizszy rysunek. 

KY, 

; ; k- 
Rownanie F(x) = G(x) ma dwa rozwiazania ujemne, gdy funkcja stata G(x) = areal 

— 
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gdzie k #—1, przyjmuje wartosci ze zbioru (0, 3) U (35. +00 } zatem: 

[ka 

os ee ee ee a eee eee ee 
Kein Kel a eZ k+1 

k#-1 
k#-1 

2 (a ta De OMe SO 
Ex 4k <0 

res ‘ e(—e, 1) tcc) ko (14,4) & 

k e(—, —2Z) U(—1, +00) on 

= kel, DUG. 9 Vv ke(-18, 1) = 

Skee, 2u/ 12,1} UG+9) 

Rozwazane rownanie ma dwa rozwigzania ujemne wtedy, gdy 

ee e=ay (18, =i] U (1, +0). 

Przyktad 6. 

Wyznaczymy trzy liczby pierwsze o tej wtasnoSci, ze ich iloczyn jest rowny sied- 

miokrotnej sumie tych liczb. 

Oznaczmy szukane liczby pierwsze przez pj, D2, D3. 
Liczby te spetniaja warunek: 

&) P1° P2° P3=7(P1+ Pat Ps) 
Wyrazenie po lewej stronie znaku rownosci przedstawia liczbe w rozktadzie na czyn- 

niki pierwsze. Po prawej stronie wystepuje iloczyn liczby 7 przez sume p; + p2+ P3. 

Siddemka jest liczba pierwsza, zatem jest jedna z liczb pj, p2, p3. Mozemy przyja¢, ze 
ie 

Weedy rownanie (*) sprowadza sie do r6wnania: 

et aS isan 27 
Wyznaczymy z powyzszego rownania p>. Otrzymujemy: 

Dip P2-—P2—Pir 7 

Po(p1—-1) =pi,+7 
+7 

p= ‘ ni gdzie p, # 1, bo p, jest liczba pierwsza. 
1 

Przeksztatcamy otrzymane rownanie w nastepujacy sposob: 

+7 —1) +3 
po= & pals J = ++ S , Wiec pp=1+ 

Py-t Piet Gicew pai 



Zastosowanie wiadomosci o funkcji homograficznej w zadaniach 

Liczba pierwsza p2 jest suma liczby naturalnej 1 i liczby 
8 : fs} : 

, Wlec (SU WEVA 
-1 : ae 1 

liczba naturalna. Wobec tego (p, — 1) jest naturalnym dzielnikiem liczby 8. Natu- 
ralne dzielniki liczby 8 to 1, 2, 4 oraz 8, wiec 

Pi-1=1 V pi-1=2 V pPi-1=4 V pi,—1=8, skad 

Pi=2 V pi=3 Vv pi =5 V Py=9 (nie spetnia warunkow zadania, bo 9 jest liczba ztozona) 

Otrzymujemy: 

jeSli p; = 2, to p= 9 (nie spelnia warunk6w zadania); 

jeSli p; = 3, to p2=5; 

jeSli p;=5, to p2=3. 

Warunki zadania spetniaja trzy liczby pierwsze: 3, 5, 7. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Funkcje homograficzna opisuje wzor F(x) = 2+. aXx we Miejscem zerowym funkcji 

F jest liczba 2. Oblicz wspdtczynnik a. Nastepnie wyznacz: 

a) wspotrzedne punktu wspolnego osi OY i wykresu funkcji F 

b) zbiér wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja F przyjmuje wartosci 

wieksze niz funkcja homograficzna G(x) = exes 
1+4x 

2. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres 

funkcji homograficznej F(x) = ae 2 gdzie 
X+C 

x#-ciac—b#0. 

Wyznacz wspotczynniki a, b, c, jesli wiadomo, 
ze miejscem zerowym funkcji F jest liczba 2,5. 

3. Z réwnania i pe = 1, gdzie x # -1 i y  —2 wyznacz y jako funkcje F 
x+1 y+2 

zmiennej x. Nastepnie naszkicuj wykres funkcji y = |F(x)|. Ustal dla jakich war- 

tosSci parametru m (m € R) réwnanie |F(x)| = m?—1 ma dwa rozwiazania r6z- 

nych znakow. 

4. Wyznacz dwie liczby naturalne dodatnie 0 tej wtasnoSsci, ze ich iloczyn jest 

réwny potrojonej sumie tych liczb. 
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OkreSlenie ciagu. Sposoby opisywania ciagow 

Omowilismy juz kilka rodzajéw funkcji. Za kazdym razem zwracalismy uwage na 

dziedzine funkcji. Dziedzina funkcji liniowej czy kwadratowej byt zbiér liczb 

rzeczywistych, dziedzing funkcji y = @_suma przedziatéw (—2, 0) U (0, +00). Teraz 
x 

poznasz wtasnosci funkcji, ktorej dziedzing jest podzbidr zbioru liczb naturalnych. 

| Definicja 1. 
Ciagiem skonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzina jest skonczony pod- 

zbidr poczatkowych liczb naturalnych dodatnich. 

Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzina jest zbidr liczb 

naturalnych dodatnich. 

WartoSsci zdefiniowanych powyzej funkcji nazywamy wyrazami ciagu. 

Ciag liczbowy to ciag, kt6rego wyrazy sa liczbami rzeczywistymi. 

Zwykle wyrazy ciagu zapisuje sie inaczej niz wartoSsci innych funkcji. Na przyktad, 

jesli rozwazymy ciag, ktory kazdej liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowuje 

liczbe dwa razy wieksza, to zamiast pisac: 

f()=2 f(2)=4 f{(3) = 6 a f(n) = 2n 
Zwyczajowo piszemy: 

a,=2 a,=4 a3=6 te a,=2n 

Wyraz n-ty ciqagu ,a, = 2n” nazywa sie wyrazem ogolnym. Petni on takg role, jak 

wzor funkcji - umozliwia obliczenie dowolnego wyrazu ciggu. 

Caty ciag bedziemy oznacza¢ (a,,) lub tak (2, 4, 6, 8, ...), czyli wypisujac kolejne wyrazy 

ciagu w nawiasach okragtych. Ciagi oznacza sie tez innymi literami, np. (b,), (C,). 

Przyktad 1. 

1) Ciagiem skonczonym (nieliczbowym) jest lista uczniéw kazdej klasy w dzien- 

niku lekcyjnym. Kolejnym liczbom naturalnym przyporzadkowane sa nazwiska 
ucznidw na ogol w porzadku alfabetycznym. 

2) Ciagiem skonczonym (liczbowym) 9-wyrazowym jest numer telefonu komor- 
kowego: 934 202 117. W tym wypadku kolejne wyrazy to: 

a,=9, a, = 3, a3z=4, a,=2, a, =0, ag=2, a,=1, ag=1, Ag=7 



Okreslenie ciagu. Sposoby opisywania ciggow 

Wypisujac kolejno wyrazy ciagu, nalezy zwréci¢ uwage, ze kolejnos¢ wypisywa- 
nych wyraz6w jest istotna. Jest oczywiste, ze dzwoniac pod numer 934 202 117, 
potaczymy sie z innym abonentem niz dzwoniac pod numer 934 202 171. 

3) Ciagiem nieskonczonym jest ciag kolejnych liczb pierwszych: 

@p=2, Q,=3,.03=5, a4=7, Ge=11, ag=13, ... 

Przyktad Za 

Obliczymy wyrazy Qy, 2, An1, Ans1, A2, Ciagu, kt6rego wyraz ogélny ma postac 
n 

an = 
n+1 ; 

Aby obliczyé a,, wstawiamy liczbe 1 w miejsce n w wyrazeniu Z 7 Otrzymujemy: 

pelted si 
1 Nao 

Podobnie obliczamy: 
prc iA 

a2 aes 
24 tieds 

AL 8 ee) tee Oe 
Get — = 

(n—-1)+1 n 

iyo get) ean) 

GF ine iyat re? 
_ (2kY _ 4k 

Q2k — = 
2k+1 2k+1 

Przyktad eae 

Przedstawimy w uktadzie wspotrzednych wykres ciagu 5-wyrazowego: a; = 1, 
(1 

Op > =, 03 — ae Pe ae 

Aa, 
a ee 

Jak pamietasz z klasy pierwszej, wykres funkcji sktada sie z tylu punktow, ile jest 

element6ow w dziedzinie. Dziedzing omawianego ciggu jest zbidr 5-elementowy: 

(PAR END © 
zatem wykres sktada sie z pieciu punktow: 

woeaed eae 

34] 
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Przyktad 4. 
Serr (om kee _ 4n? +3n+6 
Wyznaczymy wszystkie wyrazy ciagu (a,) 0 wyrazie ogolnym a, = —————_, 

gdzie n € N,, ktore sq liczbami naturalnymi. 
2 

Wyrazenie ei SRB) zapisujemy w postaci 
n 

Mescuee 
n 

Wyrazenie 4n + 3 + 2 bedzie przedstawia¢ liczbe naturalng tylko wtedy, gdy be- 
n 

dzie liczba naturalna, poniewaz 4n + 3 przedstawia liczbe naturalng dla dowolnego 

n € N. Wyrazenie e jest liczba naturalna wtedy, gdy n jest dzielnikiem liczby 6. 
n 

Naturalne dzielniki liczby 6 to: 1, 2, 3, 6. 

Zatem liczbami naturalnymi sq nastepujace wyrazy ciagu (a,,): 

a,=13 a,=14 a3=17 ag = 28 

Waznym sposobem opisywania ciagow jest rowniez podanie tzw. wzoru rekuren- 

cyjnego. Polega to na tym, ze podajemy pierwszy wyraz ciagu (lub kilka poczatko- 

wych wyrazow ciagu), a wz0or na n-ty wyraz podajemy w zaleznosci od wyrazOw 

poprzednich. Oto przyktad takiej definicji: 

a, =2 

a, =3-a,,, jesii n> 

Jesli chcemy obliczy¢é np. czwarty wyraz ciagu, korzystajac z powyzszej definicji 

rekurencyjnej, to musimy wyznaczy¢ najpierw wyrazy o nizszych numerach. 

Q2=3-a,, czyli a,=3-2=6 

a3=3-a,, czyli a3;=3-6=18 inakoniec 

Qa,=3-a3, czyli a,=3-18=54 

Leonardo Fibonacci, wtoski matematyk, uczyt sie od arabskiego mistrza, pdzniej 

sporo podrézowalt, m.in. po Grecji, Sycylii, Egipcie i Syrii. Wiele informacji z dzie- 

dziny arytmetykii algebry zebranych wowczas zawart w dziele pt. Liber Abaci (Ksie- 

ga rachunkow) spisanym w 1202 r. Znajduje sie tam takie oto zadanie: Ile par 

kréliké6w moze sptodzi¢ jedna para w ciagu roku, jesli: (1) kazda para rodzi nowa 

pare w ciagu miesigca, a ta nowa para staje sie ptodna w nastepnym miesiacu; 

(2) kroliki nie zdychajq? 

Miesiac Liczba par dorostych.|_Liczba par mtodych Catkowita liczba par 

0 ih 

Jos Jon | | fav | WUIWIN FR] e WIN] RI|R|O Oln|wlnNni{irR |e 



Okreslenie ciagu. Sposoby opisywania ciagow 

Latwo zauwazy¢, ze w miesiacu n liczba par jest sama dwoch sktadnikow: liczby par 
z poprzedniego miesiaca (czyli liczby par dorostych w miesiacu n) i liczby par 
mtodych (czyli liczby par dorostych w miesiacu n — 1, tzn. liczby wszystkich par 

Ww miesiacu n— 2). Jesli wiec oznaczymy przez f, liczbe wszystkich krélikow w mie- 
siacu n, to otrzymujemy: 

fr=fns»tfn2 (jeSlin > 2). 

Przyjmujac dodatkowo, ze: f; = 1, f, = 1, mozemy podaé¢ definicje rekurencyjna ciagu 

nazwanego Cciagiem Fibonacciego. Oto wyrazy tego ciagu: 

Pel ey ootabrla 2), 5459009, 144, 253,577,010; 9877159705 

Liczby Fibonacciego (czyli wyrazy powyzszego ciagu) maja wiele ciekawych wias- 

nosci. Zadziwiajace jest jednak to, ze liczby te ,odnajdujemy” w przyrodzie. Na 

przyktad liczby ptatkow niektorych kwiat6w wyrazajq sie liczbami Fibonacciego: 

irys ma 3 ptatki, jaskier - 5, ostrozka - 8, cyneraria - 13, aster - 21, babka zwyczajna 

— 34, stokrotki - 55 i 89. Uktady lisci na gatazkach roznych gatunkow roSlin wska- 

Zuja na zwigzek z liczbami Fibonacciego. Pestki w tarczy stonecznika uktadaja sie 

wzdtuz spiral. Liczby nasion w tych spiralach to tez liczby Fibonacciego. Podobnie 

upakowane sq nasiona w szyszkach. 

Wyraz ogoélny ciagu Fibonacciego jest nastepujacy: 

p28) (8) Sci 2 2 

Wzor moze wydawa¢ sie zaskakujacy. Zauwaz, ze w tym wzorze wystepuje liczba 

wyrazajaca ztoty podziat. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Dany jest wyraz ogélny ciagu nieskonczonego (a,): a, =—n? + 3n. Oblicz dg, a101, 

Qn+1: 

2. Sporzadz wykres ciagu (a,), jesli: 

a) an=—n+3, gdzie ne {1, 2, 3,4, 5} 

b) an=(n—2)(n—5), gdzien e€ {1, 2, 3, 4,5, 6, 7} 

3. Kt6re wyrazy nieskonczonego ciagu (a,,), gdzie a, = 1— o, sq liczbami catko- 

witymi? Podaj ich wartosci. 

4. Wyznacz wszystkie ujemne wyrazy nieskonczonego ciagu (a,), jesli: 

a) an=2n-8 b) adn=n?—8n+15 

5. Niech f, bedzie n-tym wyrazem ciagu Fibonacciego. Wykaz, ze jesli f, jest liczba 

parzysta, to 3|n. 
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Monotonicznosc¢c ciagow 
\ 

Przypomnijmy: funkcja f jest rosnaca w zbiorze A wtedy, gdy dla dowolnych argu- 

mentow xX; i xX, nalezacych do zbioru A z nieréwnosci x, < xX; wynika nierOwnosé 

f (x1) < f(x) (co nalezy rozumieé, ze wraz ze wzrostem argumentow rosnq wartosci 

funkcji). Te definicje mozna wprost zastosowa¢ do ciagdw nieskonczonych, 

uwzgledniajac, ze dziedzing ciagu jest zbiér liczb naturalnych dodatnich. Wowczas 

definicja ta przyjmie nastepujaca postac: 

(*)  Ciag (an) jest rosnacy wtedy, gdy dla dowolnych liczb naturalnych dodatnich k, ! 

z nierOwnosci k < / wynika nier6wnoSé ax < ai. 

Okazuje sie jednak, ze w przypadku ciagu rosnacego wystarczy zazada¢, by dla do- 

wolnej pary kolejnych wyrazow a,, i a,,; spetniona byta nier6wnoS¢ a, < dy4;. Otrzy- 

mamy wowczas definicje rownowaznq definicji (*) z prostszym do sprawdzenia 

warunkiem. 

Definicja 1. 
Ciag (a,) nazywamy ciagiem rosnacym wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej 

dodatniej n prawdziwa jest nierownoS¢ a,.1 > ap. : 

Mozemy zapisac krocej: 

ciag (an) jest rosnacy << A Gn+1 > An 
z def. neN, 

Potocznie mozemy powiedzie¢, ze ciqag (a,) jest rosnacy wtedy, gdy kazdy wyraz 

ciagu (a,,) (oprécz pierwszego) jest wiekszy od wyrazu poprzedniego. 

Analogicznie definiujemy ciag malejacy i ciag staly. 

Definicja 2. 
Ciag (a,) nazywamy ciagiem malejacym wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej 

dodatniej n prawdziwa jest nierOwnoSé a,4, < a. 

Mozemy zapisa¢ krécej: 

ciag (an) jest malejacy oO N An+1 < Qn 

Mowimy, ze ciag (a,) jest malejacy wtedy, gdy kazdy wyraz ciagu (a,) (oprocz 
pierwszego) jest mniejszy od wyrazu poprzedniego. 
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Definicja 3. 
Ciag (a,) nazywamy ciagiem statym wtedy, gdy dla kazdej liczby Baebes) 
dodatniej n prawdziwa jest rownoSé ay41 = Ap. 

Mozemy zapisa¢ kr6cej: 

Ciag (Qn) jest staty = a Qn+1 = An 

Przyktad i 

Zbadamy, czy ciag nieskonczony, ktérego wyraz og6élny ma postaé a, = 

rosnacy, czy malejacy. 

Pest 
Pall 

Badamy znak roznicy a,,;— a, (dla dowolnego n > 1). Otrzymujemy: 

eo ee ae 

2n+1)+1 2n+1 

=] (+1) (2741) —n{2n-+ 3) A 

(2n + 3)(2n +1) 

_ 2n? +n+2n+1-(2n’ +3n) _ 
(2n + 3)(2n +1) 

= >0 
(2n + 3)(2n +1) 

Uzasadnienie: 

e 2n+3>0 —dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n 

e 2n+1>0 —dla dowolngj liczby naturalnej dodatniej n 

e (2n+3)(2n+1) >0 — iloczyn liczb dodatnich jest liczba dodatnia 

Qn+1— An 

e ——_—_____ > 0. — jloraz liczb dodatnich jest liczba dodatnia. 
(2n + 3)(2n +1) 

Pokazalismy, ze A dy4;—Q@, > 0, czyli IN Ans1 > Ay, ato znaczy, ze ciag (a,,) jest rosnacy. 
neN, néeN, 

Przyktad Zs 

Zbadamy, czy ciag nieskonczony o wyrazie ogélnym a, = n* — 9n jest rosnacy, czy 

malejacy. 

Badamy znak roznicy 

An+1 — An = [ (n 1)? —9(n+ 1)| ~ (n2 — 9n) = 

=n?+2n+1-9n-9-—n*+9n= 

=2n-8 

Okazuje sie, ze jeslin € {1, 2,3, 4}, to dn1—-a, <0, 

natomiast jesli n e€ {5, 6, 7, ...}, towed, i+ a, =: 0: 

Tak wiec ciag (a,) nie jest ani rosnacy, ani malejacy w zbiorze liczb naturalnych do- 

datnich. Mozemy tez powiedzie¢, ze poczawszy od wyrazu piatego, ciag (a,) jest 

rosnacy. 
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| Definicja 4. 
1) Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym wtedy, gdy dla kazdej liczby natu- | 

ralnej dodatniej n prawdziwa jest nierOwnoSé a,41 > Qp- 

2) Ciag (a,) nazywamy ciagiem nierosnacym wtedy, gdy dla kazdej liczby natu- | 

ralnej dodatniej n prawdziwa jest nier6wnoS¢ a). < ap. 

Oczywiscie, kazdy ciag rosnacy jest ciagiem niemalejacym i kazdy ciag malejacy jest 

ciagiem nierosnacym. Ponizej pokazujemy przyktad ciagu niemalejacego, ktéry nie 

jest rosnacy, i przyktad ciagu nierosnacego, ktory nie jest malejacy. 

a, 
1 ° Ciagiem niemalejacym jest ciag: 

r (1525 20s SAS Ono de) 

Jego wykres przedstawia rysunek obok. 

Sh ° e 

+ e e 

PNWAUNANDAO SO 

e 

+—+—_ + —_+_ ++ +—_—_ +++ 
012345678 910lii2Ien 

107° Ciagiem nierosnacym jest ciag: 

‘i (10:9, 7,7, 7.4, 312, base 
Wykres tego ciagu przedstawia rysunek obok. 

t——}+}-—_+_ ++ +--+ + + HH 
loi s34667 8 9101112127 

Ciagi niemalejace i nierosnace nazywamy ciagami monotonicznymi. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Sprawdz, czy nieskonczony ciag (a,) jest monotoniczny, jeSli: 

a) da = (—1)2"* b) an=(n+ 4)? C) an=(-1)"-n 

2. Wykaz, ze nieskonczony ciag (a,,) jest rosnacy, jesli: 

a) Qn=n? b) an=4n-3 c) ae 
n 

3. Wykaz, ze nieskonczony ciag (a,) jest malejacy, jesli: 

a) an=5=—n b) an = Cc) q,=i=2n 

ae n 



Ciag arvtmetyczny 

Ciag arytmetyczny 

Definicja 1. 
Niech (a,,) bedzie ciagiem co najmniej tréjwyrazowym. 

Ciagiem arytmetycznym nazywamy ciag (a,), w kt6rym kazdy wyraz oprécz 

pierwszego powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego tej samej liczby r. 

Liczbe te nazywamy roéznica ciagu arytmetycznego. 

Mozemy zapisac krocej: 

Q, 

Gec=ids +1. jes aL 
n 

Ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym 0 rdznicy r © | 

Przyktad 1. 
Oe 

Obliczymy kilka kolejnych wyrazow ciagu okreslonego nastepujaco: 
a, =3 

a, =a,.,+2, jesli n>1 

Obliczamy: 

az7=a,+2=3+2=5 

a3=a,+2=5+2=7 

Q,=a3+2=7+2=9 

ag=a,+2=9+2=11 

dg=as5+2=11+2=13 

a7=dg+2=13+2=15 

Zbadajmy monotonicznos¢ ciagu arytmetycznego. 

ZauwazZ, ze 

iN (a, Sr h= r), 

n>1 

zatem, jeSli: 

r > 0, to ciag (a,,) jest ciagiem rosnacym 

r < 0, to ciag (a,) jest ciggiem malejacym 

r= 0, to ciag (a,,) jest ciagiem statym. 

Na rysunkach przedstawione sq wykresy ciagu rosnacego, malejacego i statego. 
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a, =3 

g+ a, =@,,+2, jesli n>1 

cae . ciag rosnacy, r= 2 

sa b, =4 
Do Diab eslaaies 

ciag malejacy, r=—1 

a 
10 11n 

if c FS - lee) il Sp ay 
[ Yon} 
4 foe) No} 

AA igahe tel amrealeuen~stamauwe ae 

C= Cr IOS iio 
n 

ciag staty, r=0 
7 ad ad a Oe 
258 4 oO eo OME 

Sprobujemy teraz wyznaczy¢ wyraz ogolny ciggu arytmetycznego. Mamy: 

@2=a,+r 

a3=a,+r=a,+2r 

Q4=a3+r=a,+3r 

as=aQ4t+r=a,+4r 

ag=astr=a,+5r 

a7=agtr=a,+6r 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 



Ciag arytmetyczny 

Twierdzenie 1. 
Jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym 0 réznicy r, to 

a,=a,+(n-1)-r 

dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n. 

Przyktad ae 

Dany jest S-wyrazowy ciag arytmetyczny, w ktérym a, =3ias=5,4. Wyznaczymy ap, 
Q3, Q4. 

Zapiszmy kolejne wyrazy ciagu: 

3 az a3 a4 5,4 

ay ie a O17 26 aia of ai+4r 

Z jednej strony mamy: 

a;—a,=5,4-3 = 2,4, 

z drugiej zas: 

as —a,;=a,+ 4r—a,=4r, 

wiec 

4r=2,4 /:4 

r=0,6 

Ostatecznie otrzymujemy: a2=3,6 a3=4,2 a,=4,8. 

Przyktad 3. 

Rozwazmy ciag liczb naturalnych dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1. Sa to licz- 

by: 1, 4, 7, 10, ... Liczby te tworza ciag arytmetyczny 0 pierwszym wyrazie rownym 1 

irdznicy 3. Sprawdzimy, czy liczba 1048 wystapi w tym ciagu, a jeSli tak, to na kt6- 

rym miejscu. 

ZauwazZ, Ze: 

1048 =1+ 349-3, 

zatem liczba 1048 jest 350. wyrazem omawianego ciqgu. 

Przyktad 4. 

Suma siédmego i trzynastego wyrazu ciagu arytmetycznego jest rowna 14, a suma 

wyrazu dziesiatego i dwudziestego drugiego wynosi 10. Obliczymy pierwszy wyraz 

a, tego ciagu i réznice r. 

Zgodnie z twierdzeniem 1. otrzymujemy: 

Qj=a,+6r ay3=a,+12r ay=a,+9r ag=a,+2I1r 

Z warunk6w zadania wynika, ze 

a, +a,, =14 

a, +d, = 10, 
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zatem 
(a, +6r)+(a, +12r) =14 \ 

(a, +9r)+(a,+21r) =10 

2a, +18r =14 

2a, +30r =10 

—12r=4 /:(-12) 
1 

r=-= 
3) 

a,=10 

Pierwszy wyraz ciagu jest rowny 10, a rdznica -5 

Zobaczymy teraz, jaka jest zaleznos¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciagu 

arytmetycznego. 
Wypiszmy wzory na trzy kolejne wyrazy @n-1, Qn, An+1 takiego ciagu: 

Get Ape (N= 2) iar: 
An=a,+(n-1)-r 

Any =Q,+n-r 

Jesli zsumujemy pierwszy i ostatni z wypisanych wyrazow, to wowczas otrzymamy: 

Gt t Oni =O, + (NZ) Bera nor 

=2a,+ (2n-2)-r= 

=2-[a,+(n-1)-r]=2-a,, 

zatem 

(*) dn = Qn +Ons1 aS 

2 

Pokazalismy, ze w ciagu arytmetycznym kazdy wyraz, oprocz pierwszego (i ewen- 

tualnie ostatniego), jest Sredniq arytmetycznq wyrazu poprzedniego i nastepnego. 

Latwo tez pokaza¢, ze jesli ciag (a,,) spetnia warunek (*), to jest ciagiem arytme- 
tycznym. Otrzymujemy bowiem: 

= a4 +4144 an = ae ee od? 

2Qn = An-1+ Qn+1 

An An-1 = Ans1— An, N> i 

Roznice miedzy kolejnymi wyrazami sq rowne, zatem rzeczywiscie ciag (a,) jest 

ciagiem arytmetycznym. Udowodnilismy nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 

Ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego 
ciagu oprocz wyrazu pierwszego (i ewentualnie ostatniego) jest Srednia arytme- 
tycznq wyrazu poprzedniego i nastepnego. 
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Przyktad ae 

Wyznaczymy te wartosci naturalne k, dla kt6rych liczby 3k? — 2k + 3, k?—k+1, 
—2k* + k + 5 tworza w podanej kolejnoéci ciag arytmetyczny. 

Zgodnie z twierdzeniem 2. mozemy zapisa¢ wyraz srodkowy jako srednia arytme- 
tyczna wyrazow skrajnych, skad otrzymujemy réwnanie: 

(3k? — 2k +3) +(-2k? +k +5) WO 
2 

k—-k+1= 

2k?-2k+2=k?-k+8 

k*-k-6=0 

A=25 JA=5 
k=-2 v k=3 

—2¢N 3EN 

Jesli k= 3, to podane liczby tworza ciag arytmetyczny: (24, 7, —10). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Dany jest ciag arytmetyczny (a,) okreslony wzorem rekurencyjnym 
a,=-7 

te do 3, jesli-n.> 1 

a) Wyznacz siddmy wyraz tego ciagu. 

b) Czy jest to ciag malejacy, rosnacy czy staty? 

ie Wykaz, ze ciag (a,), gdzie a, =—4n + 17, jest ciagiem arytmetycznym. 

3. Dany jest pierwszy wyraz i réznica ciggu arytmetycznego. Napisz wzor reku- 

rencyjny ciagu. Wyznacz wyraz ogolny ciqgu. 

a) a=-3 r=4 

b) a=3 m=-2 

4. Wyznacz pierwszy wyraz i réznice r ciagu arytmetycznego, kt6érego a,3=0, 

a29 = 8. 

5. Wyznacz wartosc k, dla ktérej ciag (k? + k, 2k, k- 3) jest ciggiem arytmetycz- 

nym. Wypisz wyrazy tego ciagu. 

6. Miedzy liczby 3 oraz —9 wstaw cztery liczby tak, aby wraz z danymi liczbami 

(w podangj kolejnosci) tworzyty ciag arytmetyczny. 

Z 

37. 
7. Wykaz, ze ciag [7 ENT. Js ciagiem arytmetycznym. 
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Suma poczatkowych wyrazow ciagu 

arytmetycznego 

Niech (a,,) oznacza dowolny ciag liczbowy. Symbolem S,, oznaczymy sume n poczat- 

kowych wyrazow tego ciagu. Tak wiec: 

Sy =a, + a2 

S3=a,+a2+ a3 

S4= a, +a2+a3+ 4 

Sn = a, + a2 +a3+a4+ Pais Op 

Dodatkowo przyjmujemy, ze S; = a, i So = 0. 

Przyktad 1. 

Rozwazmy ciag (a,), w kt6rym a, = 10 —3n. Wyznaczymy $4. 

Wyznaczamy cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,). 

a,=10-3-1=7 a,=10-3-2=4 a3=10-3-3=1 a,=10-3-4=-2 

Nastepnie obliczamy sume Sy. . 

S4=7+4+1+(-2)=10 

O wybitnym matematyku niemieckim Karolu Gaussie (XVIII/XIX w.) opowiada sie 

czasem anegdote, ze jako uczen znalazt metode szybkiego sumowania liczb natural- 

nych od 1 do 40, czym zwrdocit na siebie uwage nauczyciela. Takie szybkie sumowa- 

nie nie jest zbyt skomplikowane. Wypisujemy liczby od 1 do 40 - raz w porzadku 
rosnacym, a raz w porzadku malejacym. 

1 2 3) 4 5 < 38 39 40 

40 he) 38 Si 36 bis 2) Zz 1 

41 41 41 41 41 > 41 41 41 

Latwo zauwazy¢, ze w kazdej kolumnie suma liczb (nad kreska) jest rowna 41, ko- 

lumn jest 40, kazda liczba (od 1 do 40) jest liczona dwukrotnie, zatem 

L+24+34+445+..+38+39+40= "2 = 920 

Postepujac podobnie jak w powyzszym przyktadzie, wyznaczymy wzor na sume n 

poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,). 

Wypisujemy kolejno wyrazy od a, do a,, a pod spodem kolejno wyrazy od a, do aj. 

ai oFleaed aia » @t(n-2)r ar+(n-1)r 
a1 +(n=1)r—ar+(n=-2)r ait(n—3)r__.. ait+r ai 

2ai+(n—1)r 2a,+(n-1)r 2ar+(n—1)r .. 2a1+(n—1)r 2a,+(n—1)r 



Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego 

W kazdej kolumnie suma wyrazen (nad kreska) jest rowna 2a, + (n — 1)r. Zauwaz, ze 

2a, + (n—1)r=a,+[a,+(n—1)r] =a,+a, 

Ponadto kolumn jest n, kazdy wyraz ciagu jest liczony dwukrotnie, wiec 

(a, LY a, ) n 
Q,+d,+a3+Q,t+...+a,= 5 

’ 

co mozemy zapisac krécej 

ee od 

Otrzymany wynik zapiszemy w postaci twierdzenia. 

Twierdzenie 1. 
Jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym, to suma n poczatkowych wyrazéw tego 
ciagu wyraza sie wzorem 

0G, +055 

2 
dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n. 

Sn 2 

Przyktad 2. 

Obliczymy sume wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych. 

Liczby te tworza ciag arytmetyczny 0 pierwszym wyrazie a, = 10 i ostatnim wyrazie 

Ago = 99. Mamy wiec: 

fee ae -90 = 4905 

Przyktad 3. 

if 
Suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a,) wyraza sie wzorem S, = Sn? - ae 

Wykazemy, ze ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym. 

Wystarczy wykazaé, ze roznice miedzy kolejnymi wyrazami ciagu sq jednakowe. 

Zauwazmy, ze Sy = 0 oraz ze dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n zachodza 

rownosci: 

One1 =Snei— Sn OF AZ 

Gg ets 

zatem 

3 N20 ea ea eg we i i i ee Pi Ne 
peta) 5 ttt) a pd Tie se EOE rin 

SOG eee ee eel hao 
ay in| 2 pps aig ee 34 DOD MES Pd 
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pot) 

Obliczamy réznice: 

3 it S 5 6 %) \ 
—_q.==n+t ce = Ans1 — An n [ n 

Dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n réznica ta jest stata, wiec rzeczywiscie 

ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym. 

Przyktad 4. 

O ciagu arytmetycznym wiemy, ze: a, =—28, r= 3, S, = 5840. Obliczymy n. 

Uwzgledniajac, ze a, = a, + (n—1)r, otrzymujemy wzor na sume: 

Lasqg+ (nly 
Ss n, czyli 5 y 

Ae 2a, +(n—1)r = 

2 

Z tego wzoru otrzymujemy réwnanie z niewiadomg n (n € N,) 

ey tee ele, ale = 1) 3 oye aad 

3n*—59n- 11680 =0 

A= 143641 VA=379 

n= =e a ¢N, n,=73, 73 €N, 

Liczba 5840 to suma 73 poczatkowych wyrazow tego ciagu. 

nich m oraz k,m#k, mamy: a, = k oraz a, = —. Wyznaczymy sume m - k poczatko- 
m 

wych wyrazow ciagu (a,). 

Najpierw wyznaczymy wyraz a, oraz réznice r ciagu (a,) - w zaleznosci od m oraz k. 

W tym celu dwukrotnie stosujemy twierdzenie 1. ze str. 349. Prowadzi to nas do 
uktadu rownan 

Ga(k=1)-r= 

lm S/N 
Gy (t= Dia 

Ten uktad rownan rozwiazemy, stosujac metode wyznacznikowa. Otrzymujemy: 

bahia t 

1 m-1 
=m-1-(k-1)=m-k 

Z zatozenia wiemy, ze m # k, wiec wyznacznik gtowny W jest rézny od zera. Uktad 
rownan ma zatem jedno rozwiazanie. Obliczmy dalej: 
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2 Lad oy 
w, =|m : _ 2m=1) _ k-1) _ 2mk-2k-2mk+2m _ Am-k) 

k 

1 4 
Ww = m|_2_ 2 _ 2%m-k) 

1 ‘4 keyeum mk 
k 

Mamy 
Ww : 

Ce % eee 

Aina aes 

Ww mk 

Obliczamy wyraz a,,,.. Ponownie korzystamy z twierdzenia 1. ze str. 349. 

ae , (mk -1) 2 _ 2mk Amk=@,+(mk-1)r, czyli a,, 7 k k 
m m m 

Wyznaczamy S,,, sume m - k poczatkowych wyrazo6w ciagu (a,). Korzystamy z twier- 
dzenia 1. z tego tematu. 

a, +a 
pepe wiec Sates -mk =1+mk. 

Suma m - k poczatkowych wyrazow ciagu (a,) jest rowna 1 + mk. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,), 

jesli: 

a) a=2 r=-3 b) an=8n+5 

2. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych: 

a) nieparzystych 
b) podzielnych przez 3 

c) ktorych reszta z dzielenia przez 4 jest rowna 1. 

3. Suman poczatkowych wyrazow ciagu (a,) wyraza sie wzorem S, =n’. 

a) Wykaz, ze ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym. 

b) Wyznacz ogélny wyraz an. 

c) Zbadaj monotonicznoSé ciqagu (an). 

4. Wskonczonym ciagu arytmetycznym wyraz pierwszy jest rowny —10, ardznica 

tego ciggu wynosi oe Wiedzac, ze suma wszystkich wyrazow ciagu jest rowna 

775, wyznacz liczbe wyrazow tego ciagu. 

mk 
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Ciag geometryczny 

Definicja 1. 
Niech (a,) bedzie ciagiem co najmniej trojwyrazowym. | 

Ciagiem geometrycznym nazywamy ciag (a,), w kt6rym kazdy wyraz oprocz 

pierwszego powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez stata liczbe 

q. Liczbe te nazywamy ilorazem ciagu geometrycznego. 

Mozemy zapisac krocej: 

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym 0 ilorazieq & oe 
= 9, Csi! 

n 

Przyktady ciagow geometrycznych: 

a) Le adh fo nee q=3 _ ciag rosnacy 
Pine aa OR ae 

slips Naas aa | i) 
b) | 2,1,=,—,=,—, ai=Z ==  ciag malejac ) 51a OHG 1 lee eo ue EIa 

c) Ke oe) eeapl om aes! q=3 _ ciag malejacy 
yal pee A es Z 2 

6g a Daa ia 1b 
d 2, -1, : : : sel. Gt=—2 == weenie 

Dee SFG : ee 
e) (6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6,6,6,6,..) a=6 q=1 —ciagstaty 

f) (2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,..) a:=2 q=0 _ ciagstaty od drugiego wyrazu 

g) fe —4,2,-1, oe | a=—s q=-3 ciag niemonotoniczny 

Nastepujace twierdzenie dotyczy monotonicznosci ciagu geometrycznego. 

Twierdzenie 1. 
Niech (a,,) bedzie ciagiem geometrycznym 0 ilorazie q. JeSli: 

1) a, > Oiq > 1, to ciag (a,) jest ciagiem rosnacym; 

2) a; > 0iq € (0, 1), to ciag (a,,) jest ciagiem malejacym; 

3) a; < 0iq > 1, to ciag (a,) jest ciagiem malejacym; 

4) a, < 0igq € (0, 1), to ciag (a,,) jest ciagiem rosnacym; 

5) q=1 lub q=0, to ciag (a,) jest ciggiem statym; jesli qg=0 — od drugiego wyrazu; 

6) a, #0iq <0, to ciag (a,) nie jest ciggiem monotonicznym. 

Dla przyktadu udowodnimy punkt 1): 

Zatozmy, ze (a,) jest ciagiem geometrycznym 0 ilorazie q, w kt6rym 
| Qe ON gS 1 
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Z definicji ciagu geometrycznego wiemy, ze 

) Qn = n+; jeslin>1 
Uwzgledniajac warunki (*) i (**), mozemy stwierdzi¢, ze 

Ca oe U, jeslin>1 
Zatem 

a 
"-=q>1 

a4 ‘a 

a 
ca git 

a n-1 

Korzystajac z warunku (***), otrzymujemy 

Co Gas, jeslin > 1, 

co dowodzi, ze ciag (a,) jest rosnacy. 

Ustalimy wyraz ogdélny ciagu geometrycznego. Wypiszemy kilka kolejnych wyra- 

zow ciagu geometrycznego (a,,), uzalezniajac je od wyrazu pierwszego a, iilorazu q. 

a2—a,-q 

a3—a2z-q-a,-q 

a4=-a3°q=a,-q 

a; >d,-q— a, - q* 

q 

q 

Mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 2. 
Jesli (a,) jest clagiem geometrycznym 0 ilorazie q, q # 0, to 

aety - ge 

dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n. 

Pojecie ciagu geometrycznego ma pewien zwigqzek z muzyka. 

Pitagoras (VI w. przed Chrystusem) i jego uczniowie oprécz dociekan czysto mate- 

matycznych prowadzili tez badania zwiazane z akustyka. W badaniach tych 

postugiwali sie specjalnym jednostrunowym instrumentem, tzw. monochordem. 

Pitagorejczycy odkryli, ze mite dla ucha, zgodne wspotbrzmienie dwéch dzwiekow 

wystepuje wtedy, gdy stosunek dtugosci strun wyraza sie stosunkiem matych liczb 

naturalnych. Podstawowym interwatem (odlegtosciqg muzyczna) byta oktawa 

wyrazajaca sie stosunkiem 2 : 1. Oznaczato to, ze jesli strune skréci sie 0 potowe, to 

otrzyma sie dzwiek o oktawe wyzszy. 
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Oktawa sktada sie z 12 pdttonéw. Okazato sie, ze nie mozna tak podzieli¢ oktawy, 

aby odpowiednie interwaty wyrazaty sie liczbami naturalnymi oraz by stosunki od- 

powiadajace tym interwatom zachowywaly sie w kolejnych tonacjach. Péltony nie 

byty wiec rowne. Powodowato to pewne niedogodnosci zwigzane ze strojeniem 

instrumentéw. Chcac temu zaradzi¢c, w pierwszej potowie XVIII wieku wprowa- 
dzono system dzwiekowy, w ktérym oktawa zostata podzielona na 12 rownych 

polttonow (tzw. system dzwiekowy rownomiernie temperowany). Oznacza to m.in., 

ze czestotliwosci kolejnych dzwiekoéw (rozniacych sie 0 pdtton) tworza ciag geo- 

metryczny. 

Przyktad 1. 

Rysunek przedstawia gitare klasyczna. 

Q13 

(dzwiek c) 
a, 

__ (dzwiek c’) 

Na szyjce gitary sq rozmieszczone nier6wnomiernie metalowe progi. Grajacy przy- 

ciska palcami struny, kt6re opierajac sie na progach, skracajq sie lub wydtuzaja, 

przez co mozna osiagnac¢ wyzszy lub nizszy dzwiek. Sasiednie progi rozmieszczone 

sq tak, ze odpowiadaja zmianie dzwieku o jeden pétton. 

Niech ciag 

(a, QQ, we 43) 

bedzie ciagiem dtugosci strun, kt6re odpowiadaja kolejnym dzwiekom od c! do c. 

Jest to ciag geometryczny. Obliczymy iloraz tego ciagu. 

Q13= 2a), poniewaz odlegtos¢ miedzy c! ic jest rowna oktawie 

Q13=a,-q™, q>0 

Zatem 

2a, =a,-q"’ 
Die qn 

q= 19) q= 2/2 

(liczba 4/2 nie spelnia zatozenia q > 0, bo —¥/2 < 0). 

lloraz ciagu jest rowny ¥4/2. 
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Przyktad 2. 

Czestotliwos¢ dzwieku a wynosi 220 Hz. Obliczymy, ile wynosi (w przyblizeniu) 
czestotliwos¢ dzwieku cl. 

AYO 
Czestotliwosci kolejnych dzwiekéw tworza ciag geometryczny o ilorazie 2, 

Odlegtos¢ miedzy dzwiekami ai c! wynosi 3 péltony (tercja mata). Jest wiec: 

220 - (3/2) = 261,63 (Hz) 
Czestotliwosé dzwieku c! jest rowna (w przyblizeniu) 261,63 Hz. 

Przyktad 3. 
SS #8538} 

Wyznaczymy pierwszy wyraz i iloraz ciagu geometrycznego (a,,), wiedzac, ze 

ag—Q@,=1512 i ag +a,=756 

Korzystajac z twierdzenia 2., mozemy zapisac: 
x 5 
Ag — 24q 

es 4 
as — a4q 

a4=a1q°, 

gdzie q jest ilorazem ciagu geometrycznego (a,). 

Otrzymujemy uktad rownan: 

a,q°—a,q°=1512 

a,q‘+a,q°=756 

ag (q°—1) =1512 

aq (q +1) =756 

Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia na réznice kwadratow, zapisujemy wy- 

razenie q* — 1 w postaci iloczynu (q + 1)(q—1). 

. oo Rad Bay A aq (q +1)(q-1) BRS 
a,q° (q +1) =756 

756(q -1) =1512 /:756 

a,q°(q +1) =756 

q=1=2 

a,q°(q +1) =756 

q=3 
a=7 

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,) jest rowny 7, a iloraz tego ciqgu jest 

rowny 3. 

Boy 
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Ustalimy teraz, jaka jest zaleznos¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciqgu geo- 

metrycznego. X 

Wypiszmy wzory na trzy kolejne wyrazy Qn-1, An, An+1 takiego ciagu: 

Qn-1 — 41° Ge 

An = Ay ° qe 

Ans = AQ" 
Mnozymy wyrazy @,-1 i Qn41. Otrzymujemy: 

An-1* Ane1 = 1° Q™?- ay- "= (a, -qQ"")?=a7, 

(*) a =an-1-dnu, jeslin>1 

W ciagu geometrycznym kwadrat kazdego wyrazu opr6écz pierwszego (i ewentual- 

nie ostatniego) jest rowny iloczynowi wyrazu poprzedniego i nastepnego. Rownosé 

(*) mozna zapisa¢ tez w postaci 

[an|=./a,.°a,.,, -jeslin > 1 

Tak wiec w ciagu geometrycznym wartosé bezwzgledna kazdego wyrazu opr6écz 

pierwszego (i ewentualnie ostatniego) jest rowna Sredniej geometrycznej wyrazu 

poprzedniego i nastepnego. 

Jesli z kolei ciag (a,,) spetnia warunek 

a = n-1- Ans, jeslin > 1 

i kazdy wyraz ciagu jest r6zny od zera, to ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, 

poniewaz ilorazy kolejnych wyrazéw ciagu sq rowne: 
a a tne 
—~iHt=—1, jeslin>1 

n n-1 

Prawdziwe jest wiec twierdzenie 3. 

Twierdzenie 3. | 
Niech (a,,) oznacza ciag 0 wyrazach réznych od zera. 

Ciag (a,,) jest ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat kazdego 

wyrazu ciggu (a,), oprécz wyrazu pierwszego (i ewentualnie ostatniego), jest 
réwny iloczynowi wyrazu poprzedniego i nastepnego. 

Przyktad 4. 

Niech ciag (aj, a2, a3, a4) bedzie ciagiem geometrycznym o wyrazach ujemnych. 
Wykazemy, ze wOwczas 

a1+a4<a2+a3 

Dany ciag jest ciagiem geometrycznym, wiec mozemy przyja¢ oznaczenia: 

a2=a1°:q 

a3=a1i:q 

a4=ai- q°, gdzie q jest ilorazem ciagu geometrycznego (a1, a2, a3, a4). 

2 
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Rozwazmy wyrazenie a, + a4— >) — 43. Mamy: 

Q,+@4—Q2—a3= 

=a, +a,q° —a,q-a,q° = 

= a,(1—q) —a,q°(1—q) = 

=a,(1—q)[1-q?] = 
=a,(1—q)(1—q)(1+q) = 
=a,(1—q)*(1 + q) 

W przeksztatceniach wykorzystalismy: grupowanie wyraz6w (pierwszy i trzeci 

oraz drugi i czwarty), wytaczanie przed nawias (trzy razy), a takze wz6r skr6conego 
mnozenia na réznice kwadratow. 

Przeanalizujmy, jakie znaki maja czynniki w otrzymanym iloczynie. 

Z zatozenia wszystkie wyrazy ciagu sq ujemne, wiec 

ai<0 

Kwadrat dowolnego wyrazenia jest nieujemny, wiec 

(1—q)*? 20 
Z zatozenia wszystkie wyrazy ciagu sq ujemne, wiec iloraz q tego ciagu jest dodatni 

(gdyby iloraz byt ujemny - wyrazy ciagu bytyby na przemian ujemne i dodatnie), czyli 

>: 

wiec rowniez 

1i+q>0 

lloczyn trzech wyrazen: ujemnego, nieujemnego i dodatniego jest niedodatni, czyli 

ai(1—q)*(1+q) <0, 
a to znaczy, ze 

ai +a4—a2—a3 <0, czyli 

ait+a4<a2+43, co konczy dowdd. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Zbadaj, ktore z danych ciagéw sa geometryczne: 
(0,1)" b)b —1, jeslin =2k,k EN, areas 2% 

Oi Sw ; Tihs n=— 

“) 1, jeslin=2k+1,keEN n 

2. Wyznacz wyraz ogélny ciagu geometrycznego okreSlonego wzorem rekuren- 

cyjn 

jaa c,=—4,5 
1 b) 1 c) 1 

= b, 7 (—3) ‘ b,4 Cast on 

3. Wyznacz ogélny wyraz ciagu geometrycznego (a,,), wiedzac, ze as =—1, ag =— 

Zbadaj monotonicznoSs¢ tego ciagu. 

Sh 
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Suma poczatkowych wyrazow, ciagu 
geometrycznego 

Wyznaczymy wz6r na sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a,,). 

Oznaczmy 

Sey a 5 yr ae, Opa On czy 

(1) Sn=ai+ aig +.a1q2 + aiq? +... + aig? aq" 

Zatozmy, ze q = 1. Wowczas réwnosé (1) przyjmuje postac: 

ee CeO Ot ee 

n sktadnikéw it . 1 ae 

Zatozmy teraz, ze q ¥ 1, czyliq—1+#0. Dla takich wartosci gq wyrazenie Ai 

okreslone i rowne 1. Wowczas 

Sp = a, + aq + aq? + aq? +... + aig" + ag" 

= . = (a, + ang + aq? + 4,93 +... tag" + aq") = 

i Tat —q)(ar + aig + arg? + aig? + ... + aig"? + aiq”"1) = 

jest 

ie 

a A é 
er (a1 + aig + aig? + aig? +... +. aig” + aig™ 

aiq —aiq? — aiq? 
n 

Ti = Ensen | ony 

aq”? oh aiq”! = aiq") = 

Prawdziwe jest wiec nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

JeSli (a,) jest ciagiem geometrycznym 0 ilorazie q, to suma n poczatkowych wyra- 

zOw tego ciagu wyraza sie wzorem: 
n 

a) S,=a1- a o ile q # 1, dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n; 

b) S,=n-a,, oile q=1, dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n. 

Przyktad 1. 
eee 

Legenda gtosi, ze tworca szach6w zazyczyt sobie od wtadcy Indii (kt6remu gra bar- 

dzo sie spodobata) nastepujacej zaptaty. Poprosit, by dano mu tyle zboza, ile zmiesci 

sig na szachownicy, jesli ziarna bedzie sie uktadac wedtug nastepujacej zasady: na 

pierwszym polu 1 ziarno zboza, na drugim 2 ziarna, na trzecim 4 ziarna, na czwar- 

tym 8 ziaren i tak dalej, tzn. na kazdym nastepnym polu dwa razy wiecej ziaren niz 
na poprzednim - az do ostatniego pola. 



Suma poczqatkowych wyrazéw ciqgu geometrycznego 

Szachownica ma 64 pola, wiec na ostatnim polu powinno znalezé sie 2° ziaren. 
Liczby kolejnych ziaren tworza ciag geometryczny o pierwszym wyrazie 1 i ilorazie 
2, zatem cata zaptata powinna wynies¢: 

i = Dos 

{i 
De Pe 2? tet 2 = 1 5 = 2°*_1=18 446 744 073 709 551 615 

Taka ilos¢ zboza przekracza roczne zbiory z catej naszej planety. 

Przyktad 2. 

W rosnacym ciagu geometrycznym (a,) suma pierwszych czterech wyraz6w jest 

rowna 40, a suma czterech nastepnych jest rowna 3240. Wyznaczymy iloraz q 

i pierwszy wyraz Ciagu a}. 

Ciag nie jest staty, zatem zgodnie z ostatnim twierdzeniem otrzymujemy: 

1—q* 
*)ai- = 40 (ERG 

Cztery kolejne wyrazy tworza ciag geometryczny 

(a.q*, a.9°, 219°, a1q7) 
o ilorazie q i pierwszym wyrazie a,q*. Zatem suma wyrazow takiego ciagu wynosi: 

a 4 

(**) agt: = 4 = 3240 

Przeksztatcamy rownanie (*) do postaci 
4 

1G 240 (a: #0) 
he ek 

i po uwzglednieniu r6wnania (**) otrzymujemy: 

Be SB 2AD 
1 

q*=81 

C= 34 Q=3 

Jesli g =—3, to ciag nie jest monotoniczny, pozostaje wiec q = 3. Latwo teraz obliczy¢, 

ze a, = 1. 

Przyktad 3. 
= 

Wykazemy, ze liczba 99...9800...01 jest kwadratem liczby naturalnej dla dowolnej 

liczby rae N.. n cyfr n cyfr 

Zauwazmy, ze 

jesli n = 1, to liczba ma posta¢ 9801 oraz 9801 = 997 

jesli n= 2, to liczba ma posta¢é 998001 oraz 998001 = 9992 

jesli n = 3, to liczba ma postaé 99980001 oraz 99980001 = 9999. 

Zanim rozwiazemy zadanie, rozwazmy liczbe 99980001. Mozemy zapisac: 

363 
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99980001 =9 -10’+9 -10°+9 -10° +8-104+1= 

suma wyrazow ciagu geometrycznego 

3 

=9- 10°. +8-10*+1= 

\ 

= 10°(103-1) +8-104+1= 
=108-105+8-104+1= 
= 108- 104(10 - 8) +1= 
= 10°22 .10%+.1=(10%7=2- 104 1-417 = (108 4)? 

W przeksztatceniach zastosowalismy wzo6r na sume wyrazow ciagu geometryczne- 

go (aby utatwi¢ obliczenia - jako pierwszy wyraz potraktowalismy wyraz naj- 

mniejszy, czyli 9 - 10°). Z podkreslonych sktadnikéw wytaczylismy przed nawias 

liczbe (10*), ana koncu skorzystalismy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat 

roznicy. 

Przystepujemy do rozwiazania zadania. W rozwigzaniu zastosujemy analogiczne 

przeksztatcenia do tych przedstawionych powyzej. Liczba99...9800...01 ma (2n+ 2) 

cyfry. Zatem ncyfr ——n cyfr 

99...9800...01=9 -10°"°+9 -10°"+...4+9-10"* +8-10"14+1= 
e__—” U~--—Y 

n cyfr n cyfr suma n wyrazow ciagu geometrycznego 

=9.497+2. 1-10). 9. yo2t144- 
1-10 

= 10°" 4(10"=1) +8 +10" 44 1= 

= 10784 = 1082s Ore Oe 

=107°4=10°4(10=8) + L= 
=102"*2_2.10"+141=(10"1)2-2-10"*1412=(10"+1~- 1)? 

Ostatecznie otrzymalismy 

99. ..9800...01 = (10"*1- 1)? 
neyfr —n-cyfr 

Liczba (10"* * — 1) jest liczbq naturalna dla dowolngj liczby naturalnej dodatniej n, 
co konczy rozwigzanie zadania. 

Rozwazmy dwa ciagi, gdzie x > 0: 

(Met tex, (Lexy (L4x)%) (lh-exys Chex) ss. 

(2) Dy Lx Lox ox 14x exe 

Pierwsze dwa wyrazy kazdego z ciagow sq jednakowe, pierwszy ciag jest ciagiem 
geometrycznym, drugi — ciagiem arytmetycznym. Pokazemy, ze wyrazy ciagu geo- 
metrycznego — poczawszy od trzeciego wyrazu, sq wieksze od odpowiednich wy- 
razoOw ciqggu arytmetycznego. 
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Przyktad 4. . 

Wykazemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wiekszej od 1 prawdziwa jest nie- 
rownos¢é 

(1+x)">1+nx, 

gdzie x jest dowolna liczba dodatnia. 

Zatozenie: neN, n> x>0 

Teza: (1+x)">1+nx 

Dowod: Rozwazmy sume n wyrazow ciagu geometrycznego (1). Otrzymujemy 

(*) 1-—(1+x)’ 

1-—(1+x) 

W sumie po prawej stronie kazdy sktadnik - poczawszy od drugiego - jest wiekszy 

od 1, pierwszy sktadnik jest rowny 1, wiec cata suma jest wieksza od n, 

1+(1+x)+(14+x)?+(14+x)3+...4+(14x)"-1>n, 

a zatem lewa strona réwnosci (*) tez jest wieksza od n 

(1+x)"-1 

x 

=1+(1+x)+(14+x)?+(14+x)3+..4(14+x)-1 

>n /-x (zzatozeniax> 0) 

(1+x)"-1>nx 

i ostatecznie 

(1+x)" > 1+nx, co konczy dow6d 

NierOwnosé (1 + x)" > 1+ nx, gdzien e N,n > 1,x > 0, nazywa sie nierdwnoscia 

Bernoulliego. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Pchta Szachrajka w pierwszym skoku pokonata odlegtosé 1 m, w drugim skoku 

pot metra i w kazdym nastepnym skoku potowe dtugosci skoku poprzedniego. 

Czy pokona odlegtosé¢ 2 m w dziesieciu skokach? Wykonaj odpowiednie obliczenia. 

2. Dany jest malejacy ciag geometryczny, w ktorym a, = 27, a3= 12. 

a) Wyznacz iloraz tego ciagu. 

b) Zapisz ogélny wyraz ay tego ciagu, jeslin > 1. 

c) Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazow tego ciagu. 

3. Dany jest ciag geometryczny (a,), kt6rego a, = 8, q = 1,5. Ile poczatkowych 

wyrazow tego ciagu nalezy zsumowa¢, aby otrzyma¢ liczbe 65? 
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Lokaty pieniezne i kredyty bankowe 

W tym temacie omoéwimy zagadnienia zwiagzane z oprocentowaniem lokat pie- 

nieznych i kredytéw. Istniejg dwa sposoby oprocentowania lokat pienieznych: pro- 

cent prosty i procent sktadany. 
Procent prosty to rodzaj oprocentowania polegajacy na tym, ze odsetki doliczane 

do ztozonego wktadu nie podlegaja dalszemu oprocentowaniu. 

Procent sktadany to rodzaj oprocentowania polegajacy na tym, ze odsetki dolicza- 

ne do ztozonego wktadu dolicza sie do lokaty i oprocentowuje w nastepnym okresie. 

Doliczanie odsetek do lokaty nazywa sie Kapitalizacja odsetek, a czas, po ktorym 

dolicza sie odsetki - okresem Kapitalizacji. 

Przyktad 1. 

W banku zatozono lokate w wysokosci 10 000 zt. Roczna stopa procentowa jest 

rowna 6%, oprocentowanie jest proste. Oprocentowanie naliczane jest po kazdym 

roku trwania lokaty. Ile pieniedzy wyptaci bank po wygaSnieciu lokaty, jesli lokata 

zostata zatozona na: 

a) rok 

b) dwa lata 

c) piec lat? : 

Zaktadamy, ze przez caty okres trwania lokaty oprocentowanie nie zmieni sie. 

Ad a) Po roku odsetki od wktadu bedg rowne 

6% - 10 000 = 600 (z?), 

zatem bank wyptaci kwote 

10 000 + 6% - 10 000 = 10 000(1 + 0,06) = 10 600 (zt) 

Ad b) Odsetki po kazdym roku - przy oprocentowaniu prostym - sq takie same, za- 

tem po drugim roku rdwniez beda wynosi¢ 600 zt, wiec po dwoch latach bank 
wyptaci 

10 000 + 2 - 6% - 10 000 = 10 000(1 + 2 - 0,06) = 11 200 (zt) 

Ad c) Latwo stwierdzi¢, ze po pieciu latach bank wyptaci 

10 000 +5 -6%- 10 000 = 10 000(1 + 5 - 0,06) = 13 000 (zt) 

Jesli przyjmiemy nastepujace oznaczenia: 

Ky — poczatkowa wartosé kapitatu 

p - oprocentowanie (proste) w jednym okresie rozliczeniowym 

n - liczba okreséw rozliczeniowych 

K,, - wartos¢ kapitatu po n okresach rozliczeniowych, 

to wOwczas 

K, = Ko(1 +n - p) 
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UWAGA: Jesli bank bytby zobowiazany do odliczenia podatku - np. w wysokosci 
18% - od dochodéw kapitatowych, wowczas wyptacitby tylko 82% odsetek. I tak na 
przyktad po pieciu latach bank zamiast 13 tysiecy wyptacitby 

10 000 +5 - 6% - 10 000 - 82% = 10 000(1 + 5 - 0,06 - 0,82) = 12 460 (zh 

Przyktad 2. 
SS 

W banku zatozono lokate w wysokoéci 10 000 zt. Roczna stopa procentowa jest 

rowna 6%, oprocentowanie jest ztozone (sktadane). Kapitalizacja odsetek nastepuje 

po kazdym roku. Ile pieniedzy wyptaci bank po wygaSsnieciu lokaty, jesli lokata 
zostata zatozona na: 

a) rok 

b) dwa lata 

c) pie¢ lat? 

Zaktadamy, ze przez caty okres trwania lokaty oprocentowanie nie zmieni sie. 

Ad a) Po roku odsetki od wktadu beda rowne 

6% - 10 000 = 600 (zt), 

zatem bank wyptaci kwote 

10 000 + 6% - 10 000 = 10 000(1 + 0,06) = 10 600 (zt) 

Ad b) W drugim roku kwota, od ktorej liczony jest procent, wynosi 10 600 zt. Mamy 

zatem 

10000 -(1 + 0,06) +10000 - (1 +0,06)-0,06= 
—. — 

kwota oprocentowana odsetki po drugim roku 
w drugim roku 

=10 000 - (1+ 0,06)(1 + 0,06) = 
=10 000 - (1 + 0,06)? = 11 236 (zt) 

Ad c) Postepujac podobnie jak w punkcie b), otrzymamy, ze po pieciu latach bank 

wyptaci 

10 000 - (1 + 0,06)° = 13 382,26 (zt) 

UWAGA: JeSsli bank bytby zobowiazany do odliczenia podatku — np. w wysokosci 

18% - od dochod6éw kapitatowych, wowczas po kazdym okresie kapitalizacji do- 

liczatby do oprocentowywanej kwoty tylko 82% odsetek. I tak na przyktad po pieciu 

latach bank zamiast 13 382,26 zt wyptacitby 

10 000 - (1+ 0,06 - 0,82)5 ~ 12 714,27 (zt) 

Przyktad 3. 
ee 

W banku zatozono lokate w wysokosci 10 000 zt. Roczna stopa procentowa jest 

rowna 6%, oprocentowanie jest ztozone. Kapitalizacja odsetek nastepuje co mie- 

siac. Ile pieniedzy wyptaci bank po wygasnieciu lokaty, jesli lokata zostata zatozona 

na dwa lata? 

007 
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Kapitalizacja odbywa sie co miesiac, wiec co miesigc kwota oprocentowywana 

wzrasta 0 \ 

EU 0 50) 
12 

Po pierwszym miesiacu na koncie bedzie 

10 000 -(1+0,005) (zt) 

Po drugim miesiqcu 

10 000 - (1+ 0,005)? (zt) 

W ciagu dwoch lat odsetki beda kapitalizowane 24 razy. Zatem po dwoch latach 

bank wyptaci 

10 000 - (1 + 0,005)24 ~ 11 271,60 (zt) 

Zauwaz, ze - przy takiej samej rocznej stopie procentowej - na wysokos¢ odsetek 

wplywa sposob oprocentowania i czestos¢ kapitalizacji odsetek. Im dtuzszy jest 

czas trwania inwestycji, tym bardziej widoczne sq réznice. 

W tabeli ponizej przedstawiony zostat zysk, jaki mozna otrzymac, inwestujac 

10 000 zt na 6% w skali roku, przy miesiecznej kapitalizacji odsetek, w zaleznoSci 

od rodzaju oprocentowania i czasu trwania inwestycji (pominieto podatek od do- 

chodoéw kapitatowych, kwoty podane sq z doktadnoscig do petnych ztot6wek). 

Czas trwania inwestycji Lee] 4 

5 lat 10 lat 15 lat 20 lat 25lat | 30lat 

Zyskzinwestyl | 3999 zt | 6000 zt | 9000 zt 12.000 zt 15.000 zt | 18.000 zt 
na procent prosty 

Zysk z inwestycji | 

na procent 3488 zt | 8194 zt | 14541 zt| 23 102 zt | 34 650 zt | 50 225 zt 

skladany 

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 

Jesli zainwestujemy kwote Ky na okres n Jat, na procent sktadany, przy rocznej sto- 

pie procentowej r oraz m rownych okresach kapitalizacji w ciagu roku, to po tym 
czasie otrzymamy kwote K, gdzie 

K= H(t +t) 
m 

Jesli dodatkowo potracony bedzie podatek p-procentowy od dochodéw kapita- 
towych, to 

R= Rolle ee 
m 100 

W kolejnych przyktadach pominiemy podatek od dochodéw kapitatowych. 
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Przyktad 4. 
Bank oferuje lokate terminowa z kwartalna kapitalizacja odsetek i roczna, stata 
stopa procentowag rowng 5,2%. Jaki kapitat nalezy zainwestowa¢, aby po trzech la- 
tach otrzymac¢ 5000 zt? 

Przyjmujac oznaczenia jak w ostatnim twierdzeniu, otrzymujemy: 

K=5000 r=0,052 m=4 n=3 

Szukamy kwoty Ko. 

Ko= —— 5 m 
5000 

Fanos aad Oe Hae 
Wystarczy zainwestowaé 4283 zl. 

Przyktad 5. 

Pewna firma sprzedaje zestawy kina domowego za gotowke po 9500 zt lub na raty, 

w czterech ratach ptatnych co trzy miesiace po 2500 zt (pierwsza rata po trzech 

miesiacach od daty zakupu). Pan Nowicki w chwili podjecia decyzji o zakupie ta- 

kiego zestawu ma na koncie 9500 zt. W banku state oprocentowanie wynosi 12% 

w Skali roku, kapitalizacja odsetek jest kwartalna. Jaka forma zakupu - za got6wke 

czy na raty — jest korzystniejsza dla pana Nowickiego? 

Jesli pan Nowicki dokonatby zakupu za gotowke, to musiatby wyda¢ wszystkie pie- 

niadze bedace na koncie. Obliczymy teraz, jaka kwote na koncie musiatby mie¢ pan 

Nowicki (w chwili podjecia decyzji o zakupie zestawu kina domowego), aby méc 

sptaci¢ cztery kwartalne raty. 

Aby zaptaci¢ pierwszq rate, pan Nowicki musi mie¢ na koncie w chwili zakupu 

2500 
Sree a), 
(1 + 0,03) 

(Por6éwnaj z ostatnim przyktadem. Taka kwote nalezy zainwestowa¢ na kwartat, 

aby po doliczeniu odsetek [3% = ; 12% | otrzymaé 2500 zt). 

Chcac zaptaci¢ druga rate (po kolejnych trzech miesiacach), pan Nowicki musi mie¢c 

na koncie (w chwili zakupu) dodatkowo 

2500 (24) 

(1 +.0,03)° 

eeue (zt) ina czwarta eid, (zt). Na trzecig rate potrzeba —————_—_ 
cl (1+0,0377 (1 +0,03)* 

fel) 
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Tak wiec, aby kupi¢é zestaw kina domowego na raty, pan Nowicki powinien mie¢ na 

koncie w chwili zakupu \ 

2500, 2500, 2500, 2500 (21) 

(2003) (2003) «(la 003), (0 Osis 
Wartos¢é powyzszej sumy mozemy wyznaczyé, stosujac wzor na sume wyrazOw 

ciaggu geometrycznego lub obliczy¢é przyblizone wartosci kazdego ze sktadnikow. 

Wowczas otrzymamy 9292,75 zi. 

Korzystniejszqa forma zakupu jest wiec zakup ratalny. Przy kupnie za gotowke, pan 

Nowicki musiatby wyda¢ wszystkie pieniadze bedace na koncie. 

Okazuje sie, ze przy zakupie ratalnym po sptacie czterech rat panu Nowickiemu 

zostatoby na koncie ok. 232 zt (sprobuj to obliczyCc). 

Przyktad 6. 

Pewna firma wziela w banku kredyt w wysokosci 100 000 zt. Kredyt ma byé 

sptacony w czterech rownych ratach, po pierwszym, drugim, trzecim i czwartym 

kwartale. Oprocentowanie kredytu wynosi 20% w skali roku. Obliczymy wysokosé 

raty i tgczna wartosé zaptaconych odsetek. 

Oznaczmy wartos¢ raty kredytu przez Kp. Kazda rata sktada sie z czesci kredytu i od- 

setek od tej czesci kredytu. Obliczymy, jaka czes¢ kredytu zawieraja kolejne raty 

sptacane przez firme. 

Pierwsza rata splacona zostanie po pierwszym kwartale. Zatem do czesci kredytu 

sptaconej w pierwszej racie odsetki bedg naliczane tylko przez jeden kwartat 

w wysokoSci 5% - ; . 20% | Tak wiec w pierwszej racie czes¢ kredytu stanowi 

Kp 

(1 +0,05) 

Druga rata sptacona zostanie po dwoch kwartatach. Stad do czesci kredytu sptaco- 

nej w drugiej racie odsetki bedq naliczane przez dwa kwartaly (przy czym kapitali- 

zowane beda dwukrotnie — po pierwszym i po drugim kwartale). Tak wiec w drugiej 
racie czes¢ kredytu stanowi 

Kp 

(1 +0,05)’ 

Podobnie bedzie w przypadku trzeciej i czwartej raty. Suma czterech czesci kredytu 

jest oczywiscie r6wna wartosci catego kredytu. Otrzymujemy wiec réwnanie 

Kp ate K, ali, Kp ai Kp 

(1+0,05) (1+0,05)? (1+0,05)> (1+0,05)* 

K ih 1 1 1 
R + at ae = 100 000 

(1+0,05) (1+0,05)’ (1+0,05)? (1+0,05)* 

(zt) 

= 100 000, czyli 
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Sume w nawiasie obliczamy podobnie jak w przyktadzie 5. Nastepnie wyznaczamy 
Kp. Otrzymujemy: 

Kr = 28 201,19 (zt) 

Firma sptaci cztery takie raty, czyli 

4-28 201,19 = 112 804,76 (zt) 

W tej kwocie odsetki stanowia 12 804,76 zt. 

Przyktad 7. 
SS 

Pewna firma wziela w banku kredyt w wysokosci 100 000 zt. Kredyt ma byé 
sptacony w czterech ratach malejacych, po pierwszym, drugim, trzecim i czwartym 

kwartale. Oprocentowanie kredytu wynosi 20% w skali roku. Obliczymy wysokosé 

kazdej raty i taczna wartos¢ zaptaconych odsetek. 

Kazda rata sktada sie z i czesci kredytu, czyli 25 000 zt oraz 5% - : 20% | odse- 

tek od niesptaconej czesci kredytu. Mamy wiec: 

I rata 25 000 + 5% - 100 000 = 25 000 + 5000 = 30 000 (zt) 
II rata 25 000 + 5% - 75 000 = 25 000 + 3750 = 28 750 (zt) 
III rata 25 000 +5% - 50 000 = 25 000 + 2500 = 27 500 (zt) 
IV rata 25 000 +5% - 25 000 = 25 000 + 1250 = 26 250 (zt) 

Wartosé odsetek jest rowna: 

5000 + 3750 + 2500 + 1250 = 12 500 (zt) 

Zauwaz, ze sptacajac kredyt w systemie rat malejacych, firma zaptaci mniejsze od- 

setki niz sptacajac ten sam kredyt w systemie rat rownych (poréwnaj przyktad 6.). 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Zokazji 10. urodzin Kasi dziadkowie zatozyli lokate w banku, wptacajac 5000 zt. 

Bank stosuje potroczng kapitalizacje odsetek przy rocznej stopie procentowej 

4%. Jaka kwote otrzyma Kasia z chwila osiagniecia wieku 18 lat? 

2. Pan Maciej zatozyt trzyletnia lokate, wptacajac do banku 10 000 zt. Bank sto- 

suje kwartalng kapitalizacje odsetek przy rocznej stopie procentowej 8%. 

Oblicz, jaka kwote otrzyma pan Maciej po trzech latach. 

3. Pani Marta wptacita pewng kwote na trzyletnig lokate, kt6rej roczne oprocen- 

towanie wynosito 5%. Kapitalizacja odsetek nastepowata po kazdym roku 

oszczedzania. Wiedzac, ze po trzech latach pani Marta miata na koncie 

23 152,50 zt, oblicz, jaka kwote wptacita pani Marta na te lokate. 

Sie 
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Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny ~ 

zadania rozne 

Przyktad ie 

Trzy liczby x, y, z w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny. Suma tych liczb 

jest rowna 21. Jesli kazda z liczb x i y zmniejszymy o 4 i nie zmienimy liczby z, to 

otrzymane liczby bedq trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. 

Wyznaczymy ciag arytmetyczny (x, y, Z). 

Liczby x, y, z tworza ciag arytmetyczny (x, y, z), wiec 

ZV =X+Z 

Dodajemy do obu stron r6wnania y i otrzymujemy: 

3y=x+ty+z=21, skad 

vy — 7,5 WieC 

14 = FZ. 

Z warunk6ow zadania wynika, ze ciag (x— 4, 3, z) jest clagiem geometrycznym, zatem 

na mocy ostatniego twierdzenia otrzymujemy, ze 

3*=z- (x-4) ; 

(zauwaz, ze zaden z wyrazow ciagu (x — 4, 3, z) nie jest rowny zeru). Otrzymalismy 

uktad rownan 
14 xz 

9=2z-(x =4) 

Z=14-xX 

( = (14 —-x)(x -4) 

Rozwigzujemy rownanie 

9 = (14-x)(x- 4) 

9=14x-56—x*+ 4x 

0 =-x* + 18x—65 

A=64 JA=8 
x=13 v x=5 

Wracamy do uktadu r6wnan 
CIs) reeks) 

Vv 
ZY) z= 1 

Warunki zadania spetniajq dwa ciagi arytmetyczne: (5, 7, 9) i (13, 7, 1). 

Przyktad 2. 

Pierwszy wyraz malejacego ciagu arytmetycznego i pewnego ciagu geometryczne- 
go jest rowny 1. Trzeci wyraz ciagu geometrycznego jest piatym wyrazem ciagu 
arytmetycznego, a czwarty wyraz ciggu geometrycznego jest czternastym wyrazem 
ciagu arytmetycznego. Wyznaczymy roznice ciagu arytmetycznego. 



Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny — zadania rézne 

Przyjmijmy oznaczenia: 

(a,) - ciag arytmetyczny 0 réznicy r,a;=1 

(b,) - ciag geometryczny o ilorazie q, b; = 1 

Z warunkow zadania wynika, ze 

a= fi 
6 > ezyli 
a,,=b, 

1+4r=q’ /-13 

1+137=q° /-4 

a5553 = 159° 

— |4+52r =4q° 

9 = 13q?—4q? 

Rozwiazujemy rownania 

4q°—13q7+9=0 

4q3 —4q?-9q*+9=0 

4q°(q—1)-9(q?-1)=0 
(q—1)(4q?-9q-9) =0 
q=1 v 4q?-9q-9=0 

A=225 VA =15 
3 

=3 v q=— q q 4 

Wracamy do uktadu ro6wnan. Otrzymujemy 

emerges d= 4, Vv Vv 
r= 0 a= 4 fetes = 

Ciag arytmetyczny jest malejacy, wiec roznica tego ciagu jest ujemna. 

Roznica ciagu arytmetycznego jest rowna a 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Ciag (a, b, 4) jest ciagiem arytmetycznym, a ciag (4, a, b) jest ciagiem geomet- 

rycznym. Wyznacz 4, b. 

2. Ciag (a, b, c) jest ciagiem geometrycznym, a ciag (b,c, d) jest ciagiem arytme- 

tycznym. Wiedzac, ze a+ d= 16 oraz b + c= 12, wyznacz ciag (ab, Gd) 

37S, 
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Granica ciagu liczbowego 

Popatrzmy na wykresy trzech ciagéw nieskonczonych (a,), (Dn) i (Cn): 

a) 
n+1 

OF = 

n 

b) 
b, = (=1) 

n 

c) 
= fl ee (-1)"** 2 

. n 

Latwo zauwazy¢, ze wyrazy kazdego z tych ciagow wraz ze wzrostem liczby n ,,zbli- 

zajq sie do pewnej liczby (granicy)”. Wyrazy ciagu (a,) ,,zblizaja sie” do 1, wyrazy 

ciagu (b,,) - do 0, wyrazy ciagu (c,) - do (—1). To ,zblizanie” moze by¢ ,,bardziej re- 

gularne” (tak jest w przypadku ciagu (a,,)) lub ,mniej regularne” (tak jest w przy- 

padku ciagow (b,) i (c,)). Niekt6re z wyrazow ciagu moga by¢ rowne , granicy” (ciag 

(c,)) lub zaden z wyrazow ciagu moze nie byé réwny ,granicy” (ciagi (a,) i (b,)). 

Zastanowimy sie teraz, co doktadnie oznacza stwierdzenie, ze nieskonczony ciag 
liczbowy ma granice. 



Granica ciagu liczbowego 

Zaznaczmy wyrazy ciagu (a,,) na osi liczbowej. 

a, a, a, 
——J ~00eee 0 — + —> 

0 1 3 a, 

Wyraznie wida¢, ze wyrazy ciagu zblizaja sie do 1. Sprawdzmy, kt6re z nich sq od- 

dalone od 1 0 mniej niz np. :. Jak zapewne pamietasz z klasy pierwszej, na osi licz- 

bowej odlegtos¢ punktu xp od punktu x jest rowna |x — xo. 

Mamy wiec 

ae ee 
n i 

Gomis —s 
| 

<tolt 
H n 

<Ee 
" 

Zatem poczawszy od 6smego wyrazu, wszystkie kolejne wyrazy ciagu (a,,) sa odda- 

lone od 1 0 mniej niz = Zauwazmy, ze jest tylko skonczona liczba wyrazow, ktorych 

odlegtos¢ od 1 jest wieksza niz - 

Jesli mamy dany nieskonczony ciag (a,,) i pominiemy w tym ciggu skonczona liczbe 

wyrazow, to 0 pozostatych wyrazach powiemy, ze stanowig one prawie wszystkie 

wyrazy ciagu. Uzywajac tego sformutowania, mozemy powiedzie¢, ze prawie 

wszystkie wyrazy ciqgu (a,), gdzie a, = as spetniaja warunek |a, —1| < = 
n 

wee —lgl epts a ee 
Ged fe eI ae el 2 

skonczona liczba wyrazow prawie wszystkie wyrazy ciqagu 

Sformutowanie ,,prawie wszystkie wyrazy ciagu” mozna zastapi¢ stwierdzeniem: 

,wszystkie wyrazy ciagu od pewnego miejsca”. Mozna postawi€ pytanie: czy dla 

kazdej liczby rzeczywistej dodatniej e (epsilon) prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,), 

gdzie a, = Lae leza w odlegtosci mniejszej niz € od 1? 
n 

Mozna to pytanie rozumie¢ tak: czy prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,), gdzie 

a,=" sas leza dowolnie blisko liczby 1? Odpowiedz twierdzaca oznaczataby, 
n 

ze nierOwnos¢ 

n+1 eles 

n 

bytaby prawdziwa dla prawie wszystkich n. Przeksztatcajac rownowaznie te nie- 

rownos¢, otrzymujemy 

n+1 

n 
= 

1 1 
ZO ES SRS a) ee = 

n 

F 
<éEO]- 

n cS 

ays) 



376 7. Ciqgi 

Zatem dla kazdej liczby ¢ > 0 prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) mowia doktad- 

niej: wyrazy o numerach wiekszych niz | spelniajga nier6wnoSsé |a, —1| <é. 
E 

E wyrazy ciggu (an) spetniajace nierdwnosé |an—1| < € 

Ay, 1 i) iL i af ui 1 1 1 2 

120000 7059’ 7060’ 7061’ 7062’ 7063’ 7064’ 7065’ 

ae 1 : if “ 1 1 : 1 : er 
1000000 1000001’ 1000002’ 1000003’ 1000004’ 1000005’ 

Powyzsze rozwazania doprowadzity nas do definicji granicy ciqagu. 

Definicja 1. 
Liczba g jest granica ciagu nieskonczonego (a,,) - co oznaczamy lima, =g lub 

ang, jeslin > © - wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ (epsilon) 

prawie wszystkie wyrazy ciqggu (a,,) znajduja sie w odlegtosci mniejszej niz € od 

liczby g. 

Oznaczenie ,lim” jest skrotem tacinskiego stowa limes (= miedza, granica). 

Jak pamietasz, sformutowanie ,,prawie wszystkie wyrazy ciagu” rozumiemy jako 

»wszystkie wyrazy ciagu od pewnego miejsca”. Jesli dodatkowo zapiszemy od- 

legtos¢ za pomoca wartosci bezwzglednej, to otrzymamy rOwnowazna wersje 
definicji 1. 

Definicja 1’. 
Liczba g jest granica ciagu nieskonczonego (a,,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz- 

dej liczby dodatniej ¢ istnieje taka liczba 6 (delta), ze dla kazdej liczby naturalnej n 

wiekszej od 6 zachodzi nieréwnoS¢ |a, —g| < «. 

Zapis symboliczny: lima,=9 @ AV A |la,-g|<e 
noo e>0 0 n>d 
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Ciagiem zbieznym nazywamy ciag nieskonczony, ktory ma granice (bedaca liczba 
rzeczywista. 

Przyktad I. 

ia : 2n°+3 
Wykazemy, ze ciag nieskonczony (a,), gdzie a, = ar 

+5n 
jest zbiezny do 2. 

Niech € > 0. Mamy wykaza¢ (zgodnie z definicja 1’), ze istnieje taka liczba 0, ze dla 

kazdej liczby naturalnej n > 6 spetniona jest nierownosé 

ja,-2| <e 

Rozpatrujemy wyrazenie |a, — 2|. Mamy 

la, —2| = (22 +3 2} =| 20+ 3 _ 2n?+10n| _ 
; n°+5n n°+5n  n?+5n 

13=10n) 10n =3 10n 10n 10 =| == <2 <== 

n°+5n n°+5n n°+5n n n 

Mamy zatem 

eee stad ele ele 
n°+5n n E € 

Pokazalismy, ze dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba 4{ np O= =a ze dla 
€ 

kazdej liczby naturalnej n > 6 prawdziwa jest nier6wnos¢ |a, — 2| < €, co dowodzi, 

ze lima, = 2. 
n—><o 

Zauwaz, ze wybor liczby 6 zalezy od liczby e. Najczesciej zaleznoS¢ ta jest taka, ze im 

mniejsza jest liczba €, tym wieksza jest liczba 0. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Oblicz, kt6re wyrazy ciagu nieskonczonego (a,), gdzie a, = se q sa oddalone 

, u Lee I 
d liczby — o mniej niz —. od licz Me j 10 

als 3 jest liczba 4. 2. Wykaz, ze granicq ciagu nieskonczonego (a,), gdzie a, = 

3. Wykaz, ze granica ciagu nieskonczonego (a,), gdziea, = a 7 jest liczba =. 
4+ 
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Wlasnosci ciagow zbieznych 
\ 

W tym temacie omowimy twierdzenia charakteryzujace ciagi zbiezne. 

Twierdzenie 1. 
Ciag zbiezny ma tylko jedna granice. 

Dowéd: 
Zatézmy przeciwnie, niech ciag nieskonczony (a,,) bedzie zbiezny do dwoch granica 

ib(a#b).Wezmy ¢ = mie — b|, (zauwaz, ze € > 0). Zgodnie z definicjq granicy ciagu 

prawie wszystkie wyrazy ciagu leza w odlegtosci mniejszej niz € od a, tzn. leza 

w przedziale (a —¢,a + €) oraz prawie wszystkie wyrazy ciagu lezqa w przedziale 

(b—«e,b+e), ale to jest niemozliwe, poniewaz przedziaty (a—e,a+e)i(b—e,b+e) sa 

roztaczne. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze ciag zbiezny ma tylko jedngq granice. 

Kolejne twierdzenia utatwig nam obliczanie granic. 

Twierdzenie 2. 
Jesli nieskonczony ciag (a,) jest ciagiem statym i a, =a, to ciag (a,) jest zbiezny 

i lima, =a. 
n—-0oo 

Twierdzenie 3. 

Jesli lima, =aia, > 0 dla kazdej liczby n,n € N,, to lim Ja, = Va. 

Twierdzenia 2. i 3. przyjmiemy bez dowodu. 

Przyktad 1. 

ae Wns pith 
Wiemy, ze mee = ime, eee 2 (zobacz poprzedni temat). 

no Nn no * 4 Sn 

Ponadto 

AL 
> 0 dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n oraz 

2n°+3 

n’°+5n 
> 0 dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n. 

Zatem na podstawie ostatniego twierdzenia otrzymujemy 

2 

lim n+t Ee ileal oraz lim = a Pars 
n> n noo n+ Sn 
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Twierdzenie 4. 

Jesli |q| < 1, to ciag nieskonczony (a,), gdzie a, = q", jest zbiezny i limq” = 0. 

Dowod: 

Jesli q = 0, to twierdzenie jest oczywiste. Zatézmy wiec, ze q # 0. 

Poniewaz q ¥ 0 oraz |q| < 1, wiec = > 1. Oznaczmy x = a —1.Mamy wowczas 
q q 

ie astad 
lq| 

1 n 
= (Etx) > 1+x-n>x-n>0 

lq| 
W oszacowaniu powyzej zastosowalismy nieréwnos¢ Bernoulliego (zobacz str. 365). 
Mamy wiec 

= stad 
lal 

1 
Vs 

x-n 

Dlae > 0 oznaczmy 6 = — Wtedy, jeslin > 0, to 
oe . 

la" << (box-n>x-d>0) oraz 1s ay =€, wiec 
x-n x20 

\q|" <e, stad lq"| <eé, czyli |q7—O| <e. 

a to znaczy, ze limq" = 0, co konczy dowdd. 

Przyktad 2: 

Korzystajac z ostatniego twierdzenia, obliczamy: 

a) lim S =0,bo = 
n>ax\ 2 2. 

ag 

b) lim(-0,99)" = 0, bo |-0,99| <1 

c) lim es = 0, bo geO 
79 

—/|<1. 
790 

Ciagi nieskonczone mozna dodawa¢, odejmowa¢, mnozyC i dzieli¢. Pokazemy to na 

przyktadach. : 

Niech dane beda ciagi nieskonczone (a,) i (b,), gdzie a, =n oraz b, = oe Wyznaczymy 

ciag (c,) bedacy suma tych ciagow. 
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(a) 1 2 3 4 i 
a i) i] 

1 = Sree ares = 
On) 2 3 4 n 

1 1 i. 1 
= > = 3= 4— an +— 

(eA) (a,) ar (b,,) (a, oF by) Z a 7 3 4 n ss 

SI 
Niech teraz dane beda ciagi nieskonczone (a,) i (b,), gdzie a, = ny OFAZiD,.= 

Wyznaczymy iloczyn ciagow (a,) i (b,). 

(a,) 1 2 3 a n 
; 2 3 4 5 n+1 

1 1 1 1 i ee ket a scl 
(bn) ) 3 4 n 

ih 1 i 1 1 = -(D,) =(An- Dn z z = a (Cn) = (Gn) - (Pn) = (Gn: Dn) ; 3 7 4 

Analogicznie wykonujemy odejmowanie i dzielenie ciaggdw, pamietajac, ze dzielic 

mozna przez taki ciag, kt6rego wszystkie wyrazy sa rdzne od zera. 

Twierdzenie 5. (0 dziataniach arytmetycznych na granicach ciagow zbieznych) 

Jesli lima, = ai limb, =b, to istnieja granice ciagow (a, + bn), (Gn— Dn), (Qn- Dn) Oraz 

F przy dodatkowym zatozeniu, ze b # 0 i b, # 0 dla kazdej liczby. naturalnej 
n 

dodatniej n, i prawdziwe sq nastepujgce rownosci: 

a) lim(a, +b: )=a--b b) lim(a, —b,)=a—b 

c) lim(a, -b,) =a-b d) in| | = _ 

ee 

Dowédd (punkt a): Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia. Wiemy, ze lima, =a 

ilimb, =b. Zatem istnieje taka liczba 6, ze dla kazdej liczby naturalnej n jeslin > 6, 
n>o 

to prawdziwe sq nier6wnoSci: 

“ Grail a= i By bl oe Feed | | | ; 

Mamy: 

[(an + Bn) — (a + b)| = |(an—@) + (bn —b)| < |an—a| + |bn—] < st 5 cyl 

|(Qn+ bn) —(a+b)| <é 

W oszacowaniu powyzej wykorzystalismy wtasnos¢ wartosci bezwzglednej 

x +y| < |x| + ly], gdzie x, y € R oraz nierownosci (*). 

Pokazalismy, ze dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje liczba 0, taka ze dla kazdej licz- 

by naturalnej n > 6 prawdziwa jest nierdwnos¢ |(a, + b,) —(a+b)| < ¢, co dowodzi, 
ze lim(a, +b, )=a+b. 

Pozostate punkty twierdzenia przyjmiemy bez dowodu. 
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Przyktad 3. 

Obliczymy granice: 
2 

Asie b) lim eyelets 
n>o Nn no 7 n—>00 3n? + Sn -6 

Ad a) Ciag 0 wyrazie ogdInym BO gdzien € N,, mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu 
n 

dwoch ciag6w zbieznych: ciagu statego 0 wyrazach réwnych 10, ktory ma oczy- 

wiscie granice r6wna 10 (twierdzenie 2.) i ciggu o wyrazie ogé6Inym ss ne WN, 
n 

majacego granice rowna 0. Na mocy twierdzenia 5c istnieje granica ciagu 0 wyrazie 

ogélInym f 10. 2 n E€ N,, oraz 
n 

lim2? == in| 10 . 2). lim10 - lim —s HO ert — (0) 
n>o Nn n—s0 n noo no nf) 

Ad b) Wiemy, ze istnieje granica ciagu 0 wyrazie ogdInym Es n € N,, wiec istnieje 
n 

near : PS hee 
tez granica ciagu 0 wyrazie ogolnym — | — =— - — |. Obliczamy 

n no A 

lim 4 = lim 2-1) — tim tim? =0-0=0 
nx n nol Nn n nxn noon 

a Te 

Ad c) Dzielimy licznik i mianownik utamka is przez n? (czyli przez n 
n° +5n — 

W najwyzszej potedze, w jakiej znajduje sie w mianowniku): 

3 
Z 

2n°-3n+7 ons? : = 
Sr +Sn-6 3,2 : 

non 

W liczniku otrzymanego utamka mamy sume trzech ciag6w 0 wyrazach ogélnych: 

2 (ciag staty), ss a, gdzien € N,. Kazdy z tych ciagow jest zbiezny. Na mocy twier- 
Ifa 3 

dzenia 5a istnieje granica ciaggu bedacego sumag tych trzech ciagow, czyli granica 

licznika. Podobnie mozna stwierdzic¢, ze istnieje granica ciagu znajdujacego sie 

w mianowniku utamka. Tak wiec (na mocy twierdzenia 5d) istnieje granica ilorazu. 

Mamy: 

him ——_———___——_ = lim 

we 
As eT 

n0 3n*45n—-6 7” oa ap Tee Pa 

381 
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Przyktad 4. 
eee 

Obliczymy granice ciagéw: \ 
5-8"4+11 a) lim B) ime 

noo 9” n> Bh 8 =f! 

Ad a) Stosujemy twierdzenie 2., twierdzenie 4. i twierdzenie 5c. 

lim i = tin 7-2) = m7 til = Li) = (0 
n—>0o 9” n—>0o or n—>0o n>0\ O 

-8"4+11 : 
Ad b) Najpierw dzielimy licznik i mianownik utamka a przez 8”, nastepnie 

korzystamy z twierdzenia 2. oraz twierdzenia 4. i twierdzenia 5. 

ie 
SES ri! gr S05 

no 32 Ses! no = B= 0 3 

g” 

Przyktad 5. 
RSs 

Obliczymy granice: 

a) lim 2 b) lim(Vn+2-vn) c) lim(n — J/n?+7n -1) 
n noo no n—-o0o 

Ad a) W obliczeniach korzystamy z twierdzenia 2., 3.i 5. 

lim 2 = lim 5. Eon 0 
noo Jn n-oo n 

Ad b) Wyrazenie (Vn +2 —Jn) mnozymy i dzielimy przez wyrazenie 

(Vn +2+ Vn), nastepnie stosujemy wzor skréconego mnozenia na réznice kwa- 

drat6w i dzielimy licznik i mianownik otrzymanego utamka przez Jn. Te prze- 

ksztatcenia umozliwiajg zastosowanie twierdzen o granicach ciagé6w zbieznych. 
Mamy: 

lim( Jn +2 — Vn) = lim of 2 ee nf O22 n |- 
reyes eat ae 

= lim = lim = =() 
ieee TS al eye pesos 

n 
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Ad c) Postepujemy podobnie jak w punkcie b). 

Cee este) = hn (ost 1) oF), 

i 
os 

ye eel Be Sa —7n +1 Sah See Vere el 

age la et fet ae h+ 2 ae arse NipEO= 0 2 
n 

Sprobujmy odpowiedzieé na pytanie: Czy z tego, ze iloczyn ciagéw jest ciagiem 
zbieznym nie wynika, ze kazdy z ciag6w bedacych czynnikami iloczynu jest 
zbiezny? W tym celu rozpatrzmy ciagi nieskonczone (a,), (b,) oraz (c,) bedacy ilo- 
czynem ciagow (a,,) i (b,) 

2 4 6 

(b,) 1 1 A 1 i 1 1 
3 5 7 

il 1 il 1 1 1 Cr) =(@n- by 1 = = = = = za 
(en) =( J 2 3 4 5 6 7 

Ciag (c,) ma wyraz ogdlny c, = En gdzie n € N,, i jest zbiezny do 0. Natomiast ciagi 
n 

(a,) i (b,) nie_sa zbiezne. Latwo zauwazy¢, ze wyrazy ciagu (a,) 0 numerach 

nieparzystych tworza ciag staly, ktorego granicq jest 1, natomiast wyrazy ciagu (a,,) 

o numerach parzystych tworza ciag zbiezny do 0. A zatem ciag (a,,) nie ma granicy. 

Podobnie jest w przypadku ciqgu (b,). Tak wiec z tego, ze iloczyn ciagéw jest 

ciagiem zbieznym, nie wynika, ze kazdy z ciggéw bedacych czynnikami iloczynu jest 

zbiezny. Analogicznie jest w przypadku sumy, réznicy i ilorazu ciagow. 

Podaj przyktad ciggéw niemajacych granic, ktérych suma, réznica i iloraz sq ciagami 

zbieznymi. 

Nastepne dwa twierdzenia przyjmiemy bez dowodu. 

Twierdzenie 6. 

JeSlia > 0, to ciag nieskonczony (a,,) 0 wyrazie ogdInym a, =Va,n>1, jestzbiezny | 

ilim4/a =1. 
n->oo 

Twierdzenie 7. (0 trzech ciagach) 

Jesli dane sq trzy ciagi nieskonczone (a,), (b,), (cn), lima, = limc,,= g oraz istnieje | 

taka liczba 6, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 0 prawdziwa jest nier6wnosé 

a, <b, <c, to limb,= g. 
n—00 

383 
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Przyktad re 

Obliczymy granice: \ 

a) lim b) lim 4/3"4+5"+7" 
no 

need 

Ad a) Wiemy, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej 

1 eB 1 = 1 

(nen? ine Vn? 

czyli 

4 < al m i 

V2+n my) ta baa LL 

Ponadto 

ine =0 oraz lim = 
n-o n n—-co Y 2 n 

zatem na mocy twierdzenia o trzech ciagach 

Ad b) W tym przypadku mozemy zapisaé¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wiek- 

szej niz 1 

U7" <¥3"45"47" <57"47747", czyli 

Pots PS 7h 748 

Wiemy, ze 

lim 7 = 7 #oraz lim(74/3) = 7 (na mocy twierdzenia 6.), 

zatem z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze 

lim 2/3"+5"+7" =7 

Rozpatrzymy na koniec ciag nieskonczony (e,), gdzie e, = i 2) . Mozna udo- 
n 

wodni¢, ze ciag ten jest zbiezny, a jego granica jest liczba niewymierna, 

no 

im 1 ‘e S| = 2,718281828459045... 
n 

Granice ciagu (e,) oznacza sie litera e. Oznaczenie to wprowadzit w 1736 r. szwaj- 

carski matematyk Leonhard Euler. Liczba e ma duze znaczenie w matematyce 

iw innych naukach. Wystepuje bowiem w wielu modelach matematycznych opisu- 
jacych procesy spoteczne i przyrodnicze. 



Wtasnosci ciagéw zbieznych 

Oto jak mozna interpretowa¢ liczbe e. Pewien bank daje za roczny depozyt 100% 

zysku. Odsetki moga byé doliczane do kwoty depozytu w rézny sposob. Na przyktad 

odsetki moga by¢ doliczone raz, na koniec roku. Wowczas jesli zainwestujemy 1 zt, 

na koniec roku bedziemy mieé 2 zt. Jesli odsetki doliczane sq co pot roku (czyli sq 

dwa okresy kapitalizacji), to na koniec roku bedziemy mieé na koncie 

[+3] =225 ta 

Jesli kapitalizacja odbywataby sie co kwartat, wowczas na koniec roku mielibySmy 

kwote 
4 

[a+ | =2044 tah 
4 

Jesli kapitalizacja odbywataby sie co miesiac - mielibySmy na koniec roku 
12 

fede 2.61 Tel] 
12 

Jesli kapitalizacja odbywataby sie codziennie - mielibySmy na koniec roku 
365 

e +] = 2,71 [zt] 

Gdyby zas kapitalizacja odbywata sie w sposob ciagty (czyliliczba okreséw kapitali- 

zacji dazytaby do nieskonczonosci), wowczas na koniec roku mielibySmy na koncie 

ml 1 + =| , czyli e zi. 
n ns 

Sprawdz, czy rozumiesz 
1. Oblicz me 

Z ; if 
a) lim +7 b ea 
y n>o\ n+1 ) n>x\ 3n 

x __ 2n°—3n 
c) lim pas! d) lim 

nn n no dt =H) 

2. Oblicz granice: 
: —1 

a) lim |/4 i b) lim 
no n no n 

3. Oblicz granice: 
Z tn eae 

fi oe 1 b)lim - es we 

385 
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Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci 
\ 

Powiemy, ze ciag nieskonczony jest rozbiezny do +00 (ma granice niewtasciwq +0) 

wtedy, gdy jego wyrazy ,,wzrastajqg nieograniczenie”. Inaczej mOwiac - prawie 

wszystkie wyrazy ciagu sq wieksze od dowolnie wybranej liczby M. Analogicznie 

ciag nieskonczony jest rozbiezny do —« (ma granice niewtasciwa —«) wtedy, gdy 

prawie wszystkie wyrazy ciagu sq mniejsze od dowolnie wybranej liczby M. 

Definicja 1. 
Ciag nieskonczony (a,) nazywamy ciagiem rozbieznym do plus nieskonczo- 

noSsci wtedy i tylko tedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje taka liczba 6, ze dla kazdej 

liczby naturalnej n > 6 zachodzi nierownosé¢ a,, > M. 

Zapis symboliczny: linta,, = +00 <> AN i a, >M 

Definicja 2. 
Ciag nieskonczony (a,) nazywamy ciagiem rozbieznym do minus nieskonczo- 

nosci wtedy i tylko tedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje taka liczba 0, ze dla kazdej 

liczby naturalnej n > 6 zachodzi nierOwnoS¢ a, < M. 

Zapis symboliczny: lima, =-—0 = LN a an <M 
M n> noo 

Rysunek a) ponizej jest ilustracja definicji 1., a rysunek b) jest ilustracja definicji 2. 

b a a 



Ciagi rozbiezne do nieskoniczonosci 

Na rysunku a) i b) w obszarze zaznaczonym kolorem znajduja sie punkty odpo- 
wiadajace prawie wszystkim wyrazom ciagu (a,). Inaczej méwiac: poza tym obsza- 
rem jest tylko skonczona liczba punkt6w nalezacych do wykresu ciagu (a,) (dla 
dowolnej liczby M). 

Przyktad 1. 

Wykazemy, ze lim(2n —1) = +00, 

Niech M oznacza dowolna liczbe rzeczywista. Mamy wskaza¢ taka liczbe 6, ze dla 

kazdej liczby naturalnej n > 6 spetniona jest nierownosé 2n— 1 > M. Mamy 

2AM. Ss 2a M1 SS je 

Mozemy przyja¢, ze 

a M+1 

Dla kazdej liczby M istnieje taka liczba 6 [np Oe ad ze dla kazdej liczby natu- 

ralnej n > 6 jest spetniona nierOwnosé 2n—- 1 > M, co dowodzi, ze 

lim(2n —1) = +00 

Omowimy teraz kilka twierdzen, ktore utatwiajq obliczanie granic. 

Twierdzenie 1. 

Jesli dany jest ciag nieskonczony (a,), dla kt6rego lim|a,,| = +0, to lim a 0. 
no no a 

Przyktad 2. 

Ciag nieskonczony (a,), 0 wyrazie ogélnym a, =n - (-1)", nie ma granicy (nawet 

niewlasciwej), ale 

lim|n -(-1)"|= limn = +00 

wiec na podstawie twierdzenia 1. mamy 

; 1 
lim ————_ 
N22 py. (-1)’ 

Twierdzenie 2. 
7 cape | 

Jesli dany jest ciag nieskoniczony (a,), dla kt6rego lima, = 0, to lim ia] = +00, 

Podaj przyktad pokazujacy, ze nie mozna opusci¢ znaku wartosci bezwzglednej 

w tezie twierdzenia 2. 

fei! 
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Twierdzenie 3. 
Dane sq ciagi nieskonczone (a,) i (b,), dla kt6rych lim A= 12 ilim b =D: 

Wowczas: 

1) jesli b > 0, to lim(a,, “D, )= +00 

2) jesli b < 0, to lim(a, -b, ) = —«. 

Analogiczne twierdzenia mozna sformutowa¢ dla przypadkow, gdy ciag (a,) jest 

rozbiezny do —co i ciag (b,,) jest zbiezny do liczby b, b # 0. 

Przyktad 3. 
EEE: 

Obliczymy granice: 

aj lim(2n° on —20- 41) b) lim(—6n? + 2n* —9n) 
3 a 4 2 

S lim” +2n°—3n+7 d) lim =” +3n°+1 

n> n+ Sn ul]; n>0 —Apn +t 9 

Ad a) Z wyrazenia 2n* — 3n? — 2n? + 1 wytaczamy przed nawias n*. Otrzymujemy 

n (2 sane =| 
Pn 

Czynnik n* dazy do +00, a wyrazenie w nawiasie - do 2. Zatem - na mocy twierdze- 

nia 3. - mamy 

lim(2n*~3n*-2n?+1) = limn‘{ 2-3 - . tJ 
n>o n nao n n 

Ad b) Postepujemy podobnie jak w punkcie a). 

lim (—6n? + 2n? —9n) = mn Ca a = 2 = 
n non no n 

3 ae 

Ad c) Dzielimy licznik i mianownik utamka as Sell | przez n*. Otrzymane 
n’+5n—7 

wyrazenie zapisujemy w postaci iloczynu. Mamy wiec 

rors + i 
n?+2n?—3n+7 one ie ee m2 =limy [m2 +7) : 
n°+5n—7 ae n= kip ene) ee 

non n- ne 

tin n+2- 342) — so lim i: =1, stad 
n—00 n n 2 n—00 5 

Ie 
n n? 

n°+2n?—3n+7 



Ciagi rozbiezne do nieskoriczonosci 389 

Ad d) Postepujemy podobnie jak w punkcie c). Otrzymujemy 

Zatozmy teraz, ze lima, = +00 i limb, = 0. Co mozna powiedzieé¢ o granicy ciagu 
n—>00 n—oo 

(a, - b,)? Zanim odpowiesz na to pytanie, przeanalizuj nastepujacy przyktad. 

Przyktad 4. 
LX = =—h 

a) limn*= +00 lim 
n—-2 n> 

*|=0 lim] n 1 |= timn'= 400 
n 

b) limn = +00 lim 
n> 7) ee 

+ |=0 hin n-2 \= tient =1 
n no n 

Z,)=0 lim] n- J=tim2 =o 

noo 

c) limn = +00 li 

( 

d) limn = +00 lim 2)=0 lim n-—2 | = tim(-2) =-2 
n—- 00 noo n n—-oo n nao 

Meh rode! ; 2 —l : 
e) limn* = +00 in| =) =.) in|» a) = lim(—n) = —oo 

n> no n n>o n non 

Podobnie przeanalizuj istnienie granicy ciagu (a, —b,), jesli lima, = = +o ilimb,= +00. 

Pomoze Ci w tym przyktad 5. n—0 

Przyktad 5. 

a) lim2n = +9 limn = +9 lim (2n — n) = limn = +00 

b) limn = +90 lim(n + 2) = +00 lim(n —(2n + 2)) =lim(—2) =~2 

c) limn= +00 limn = +9 lim (n — n)=lim0 = 0 

d) lim(n +5) = + limn = +00 lim(n +5 — n)=limS = 5 

e) lim3n = +00 lim 4n = +00 lim (3n—4n) = lim (—n) =—0o 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Kt6re wyrazy ciagu nieskonczonego (a,) sq wieksze od liczby M, jesli: 

a) an=2n—500, M=1000 b) gn=n?-6n+5, M=7 

2. Wykaz na podstawie odpowiedniej definicji, ze: 

a) lim (1 — 3n) =—v b) lim (n? — 5) = +00 
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Szereg geometryczny 
\ 

Niech (a,,) bedzie nieskoniczonym ciagiem liczbowym. Szeregiem liczbowym be- 

dziemy nazywaé sume wszystkich wyrazow ciagu (a,) i oznaczac: 

Q,+Q7+03+Q,+A5+ 6+... 

Wyrazenie 

5, = G;, +05 + G3 +... +, 

nazywamy suma czesciowa szeregu. Jesli ciag sum czesciowych (S,,) ma granice S, 

czyli 

limiS; =S, 
no 

to méwimy, ze szereg liczbowy jest zbiezny (liczba S jest suma tego szeregu) i zapi- 

sujemy 

Q,+02+03+Q,4+QA5+QAg+..=5 

W przeciwnym wypadku powiemy, ze szereg liczbowy jest rozbiezny. 

Przykta d Ile 

it LE i 
Dany jest szereg liczbowy: | . sha a 

WOR Ree aly Mis ce 

Obliczymy kilka kolejnych, poczatkowych sum czesciowych: 

Le tl 
S,= = -= 

Lome BOL. 5S 
il 1 Deh el ele 

S,= =—= a = 
PASS ets eae AYER EY EP EUS es) 

il Pile Cres Dee erat shee ber ihe) 
5S,= > a See = ar “gag Peper 

Dus aror Aye eel ORN2 so) one 4s oo Cone camo 
er ale ee oa ee: LB eee sera i aie 

PNM oe ESE Le eye OF is ie ALE MOS OL ache 2) 3 
Latwo zauwazy¢, ze n-tq sume czesciowg mozna zapisa¢ tak: 

1 1 1 1 i 
n= asta te. + = 

273° 634, (n+1)(n+2) 2 n+2 

Ciag sum czesciowych (S,,) jest zbiezny i 

lim S,, = lim : - )-3 
no" nol 2 n4+2) 2 

Mozna wiec zapisa¢: : + ! + 1 1 $——+..== 
223 3A) 4559 29-6 Z 

Przyktad 2. 

ier er ; ' Szereg 1+ ; + 3 + fi + = + - + 7 +... Nazywa sie szeregiem harmonicznym. Sumy 

czesciowe tego szeregu wzrastajq nieograniczenie, chociaz bardzo powoli. Szereg 
harmoniczny jest wiec rozbiezny. 
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W ogoélnym przypadku wyznaczenie sumy szeregu lub tylko ustalenie, czy szereg 

jest zbiezny, bywa zadaniem bardzo trudnym. 

Doktadniej oméwimy szereg geometryczny. 

Twierdzenie 1. 

Jesli (a,) jest nieskonczonym ciagiem geometrycznym 0 ilorazie q, ktéry spetnia 

warunek |q| < 1, to szereg geometryczny 

a,+a,q+a,q?+a,q2+a;q*+... 

: Sue os = KG 
jest zbiezny i jego suma wynosi . : 

Dowod: 

Czesciowa sume szeregu geometrycznego, jak juz wiesz, mozna wyrazi¢ wzorem 

Gare aE ee mueds 
i=ag  ~1t=q  1=¢ 

Z twierdzenia 4. ze str. 379 wiemy, Ze jesli |q| < 1, to 

limg"=0 

Dodatkowog, jesli uwzglednimy twierdzenie 5. ze str. 380, to otrzymamy, ze 

ee =0, zatem 

lim S, = lim a 
nn n>2 L=—g 1-g 1-q 

Tak wiec mozna zapisac 

a, a,+a,q+a,q? + a,q?+4;q*+...= ; 
—4q 

Przyktad 3. 

Obliczymy dtugoS¢ linii tamanej zbudowanej z nieskonczenie wielu odcinkow, wie- 

dzac, ze najdtuzszy odcinek ma dtugos¢ 2, a kazdy nastepny jest o potowe krotszy od 

poprzedniego. F 

Die 

le 
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Suma dtugosci odcinkéw tworzy szereg geometryczny. Mozna przyjac: 

1 

Poniewaz prawdziwa jest nierOwnosé |—| < 1, wiec ten szereg geometryczny jest 

zbiezny 

i lao! We Za - 
+—+—+... =4 

2 4 8 1 ae 

2 

2+1+ 

Linia tamana ma dlugos¢ 4. 

Przyktad 4. 

Nastepujace utamki okresowe zapiszemy w postaci ilorazu liczb naturalnych: 

QO) TF Pil 1 OTE Tee 

b) 1,1282828282828... 

Ad a) Utamek ten mozna zapisa¢ tak: 

0,77777777...= 0,7 + 0,07 + 0,007 + 0,0007 + 0,00007 +... 

czyli w postaci szeregu geometrycznego, w ktorym 

Cite Oe = Oye 

Poniewaz |0,1| < 1, wiec szereg geometryczny jest zbiezny i suma tego szeregu jest 

rowna 

0,7 Sots 
, czyli —. 

1-0,1 9 

Mozna wiec zapisa¢ 

0,77777777...= 2 

Ad b) W tym przypadku mamy 

1,128282828...=1,1+0,028 + 0,00028 +0,0000028+...= 

szereg geometryczny zbiezny 

1140028 _4, 0.028 _11 , 28 _ 
1-0,001 0,99 10 990 

_1089+28 _ 1117 
990 990 

Mamy wiec 

1,128282828...- 1117 
990 
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Przyktad 5. 

Rozwiazemy nierOwnos¢: 

X+X(x+ 2) +x(x+ 2)%+x(x+ 2)3+..<-3 

Okreslamy najpierw dziedzine nieréwnoéci. Lewa strona tej nieréwnosci jest sze- 
regiem geometrycznym, w ktorym 

@,=X il q=x+2 

Aby szereg byt zbiezny, ma byé speniony warunek: 

la}<1 
Mamy wiec 

lql<1 > |x+2| <1 xe (-3,-1) 

Dziedzina nier6wnosSci jest przedziat (—3, -1). Stosujemy teraz wz6r na sume sze- 

regu geometrycznego i otrzymujemy 

By gee ss Ben 5 
©) fe Avechi 2 nn 

Poniewaz — Ba, : [1—(x+2)] > 0, wiec mozemy pomnozy¢ obie strony nierownosci (*) 

przez [1 —(x+ 2)] i nie zmienia¢é znaku nier6wnosci. 

Xx 
Jeno Pits s2)) 

X¥ =-3+3x+6 

—2x=3  /:(-2) 

ee A x €(-3, -1) 

t 

Xx (3.41) 
en 

ae Sah ..1/—3 
Rozwigzaniem nierOwnosci jest przedziat z. —1 } 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Podane utamki okresowe zapisz w postaci ilorazu liczb catkowitych: 

By bP aAS he 18S Fe b) 0,102102102... Cc) —1,23434343434... 

2. Wtrojkacie ABC o polu réwnym 27 cm? potaczono srodki bok6w i otrzymano 

trojkat A,B,C. W trojkacie A,B,C, r6wniez potaczono Srodki bokow i otrzy- 

mano tréjkat AB,C>. Postepujac podobnie dalej, otrzymano nieskonczony ciag 

trojkatow. Oblicz sume pol wszystkich tréjkatow. 
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Miara tukowa kata 

W klasie pierwszej przypomnielismy miare stopniowg kata. Teraz podamy inny 

sposob mierzenia katow. 
Niech bedzie dany kat AOB. Kreslimy okrag 0 Srodku w punkcie O (w wierzchotku 

kata) i dowolnym promieniu. Stosunek dtugosci tuku, bedacego czescia wspdlna 

okregu i kata, do promienia okregu nazywamy miara tukowa kata. 

Stosunek dtugosci tuku do promienia nie zalezy od okregu. To znaczy, ze jesli nary- 

sujemy okrag 0 promieniu r, i czescia wspdélng tego okregu i kata bedzie tuk dtu- 

gosci 1, to 

fear 

Kat, kt6rego miara tukowa jest rowna 1 (kat jednostkowy), nazywamy radianem 

(radian oznaczamy skrétem rad). 

: ; 

Ustalimy teraz zaleznos¢ miedzy miara tukowa i miara stopniowa. Wyznaczymy 

najpierw miare tukowg kata petnego, czyli stosunek dtugosci okregu do jego pro- 

mienia. Wiesz, ze dtugos¢ okregu 0 promieniu r wynosi 2zr. Zatem: 

miara tukowa kata petnego = cae 2m (rad). 
f 
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UWAGA: Zapisujac miare tukowa kata, bedziemy czesto opuszczaé skrot ,,rad”, np. 

zamiast ,,kat petny ma miare 22 rad” bedziemy pisa¢ , kat petny ma miare 27”. 

Tak wiec mierze 360° odpowiada miara 2x (co w przyblizeniu jest rowne 6,28). Aby 

moc przelicza¢ miare stopniowa dowolnego kata na miare tukowg (i odwrotnie), 

musimy odwolywa¢ sie do jeszcze jednej wtasnoSci: 

Miara kata, ktorego wierzchotkiem jest srodek okregu, jest wprost proporcjonalna 

do dtugosci tuku wyznaczonego przez ten kat. Na przyktad katowi dwa razy 

wiekszemu odpowiada dwa razy dtuzszy tuk, a katowi trzy razy mniejszemu od- 

powiada tuk trzy razy krotszy. 

Przyktad 1 : 

Zamienimy miare stopniowa: 30°, 60°, 90°, 135°, 1° na miare tukowa. 

Niech 

360° odpowiada 27 

30° odpowiada x. 

Wowczas: 

360° 2x 

Hie é 
Bou 2s 

360° 

x= wiec 
6 

T 
30°=— (rad zi ) 

Postepujac podobnie — otrzymujemy: 
TT T 3 A Tl 

o_ = o= 135° = — d 1° = _— (rad 60 3 (rad) 90 5 (rad) aa (rad) i (rad) 

W ogoélnym przypadku mozemy zapisac: 

tw:t 
(= >— (rad 

180 | ) 



396 8. Trygonometria 

Przyktad 2. 
ee 

. ' ‘ : TZ 
Zapiszemy w mierze stopniowe): 7, a 3™ 4, 

Niech 

360° odpowiada 27 

x (stopni) odpowiada z. 

Mamy: 

360° _ 21 

x Tt 
360°- 1 

— 

2m 

xa 1807 

wiec 

mt (rad) = 180° 

Po przeprowadzeniu analogicznych obliczen uzyskalismy wyniki: 

 (rad)=45° 2m (rad)=120° 4 (rad) = 220° 4 3 - 
Ogdlnie mozemy zapisac: 

eal 
crad=[ 

T 

Miare tukowa bedziemy stosowaé¢ zaréwno w przypadku katow ptaskich (nieskie- 

rowanych), jak i w przypadku katow skierowanych. Przypomnijmy: katem skiero- 

wanym nazywamy uporzadkowanqa pare pdtprostych o wspdlnym poczatku. 

Pierwsza z tych potprostych nazywamy ramieniem poczatkowym kata, druga - ra- 

mieniem koncowym. Kat taki moze by¢ albo skierowany ujemnie, albo skierowany 
dodatnio. 

ae ; ya 

Bt eA 
NB 4 

Me os 

a Ae A 

| <AOB| = —* |<40B| = = 
4 4 

kat skierowany ujemnie kat skierowany dodatnio 
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Liczba z jakiego przedziatu bedzie wyraza¢é sie miara gt6wna kata skierowanego 
(jesli miare bedziemy wyraza¢ w radianach)? Wprowadzenie miary tukowej ma 

istotne znaczenie, poniewaz dzieki temu kazda liczba rzeczywista jest miara pew- 

nego kata skierowanego. W tabeli ponizej zostaty przedstawione przyktadowe licz- 

by rzeczywiste i odpowiadajace im katy skierowane. 

Miara tukowa x __ Kat skierowany odpowiadajacy mierze tukowej x 

SMe 
SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Zamien stopnie na radiany. 

ay 105° b) 140° ejel65e 

dye 7107 e) 315° f) 240° 

2. Zamien radiany na stopnie. ; 

71 An Tt 
easy iL c) — 

4) V3 2 
iat Tt 

d) i: ) als fees 
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Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej 

W klasie pierwszej omowiliSmy funkcje trygonometryczne kata skierowanego, 

kt6rego miara wyrazona byta w stopniach. Poznates definicje sinusa, cosinusa, tan- 

gensa i cotangensa kata a, podstawowe tozsamosci trygonometryczne oraz wy- 

brane wzory redukcyjne. Przypomnimy te zagadnienia, przy czym bedziemy 

postugiwac sie miarg tukowg, a nie stopniowa. 

Niech dany bedzie kat skierowany o mierze a, a € R, w potozeniu standardowym. 

Na koncowym ramieniu kata wybieramy punkt P(x, y;) rozny od punktu O(0, 0). 

Wowczas: 

Slinaa= aes tae 

7s 2 
VX. ty; 

x, 
COSQ@= 

[o2 2 
Sins 

tga= 22 x1 #0 
x, 

ctga =" yi #0 
a il 

Z powyzszej definicji wynika, ze sinus i cosinus sq okreslone dla dowolnej liczby 

rzeczywistej, tangens nie jest okreSlony dla liczb majacych posta¢é +kn, k € C,na- 

tomiast cotangens nie jest okreSlony dla liczb majacych posta¢ kr, k € C. Przypomnij 

sobie, jakie wartoSci (dodatnie czy ujemne) przyjmuja funkcje trygonometryczne 

w zaleznosci od potozenia koncowego ramienia kata. 

Przypomnijmy podstawowe tozsamosci trygonometryczne: 

1) sin’a+cos’*a=1, aeR 

2) teae a#z~+knkeC 
COS 2 

8) cea = atknkeC 
sina 

4) tga-ctga=1, az kel 

Przyktad 1. 

Wiedzac, ze tg a = 3 L(G =, 2x], obliczymy sin @, cos a, ctg @. 
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Obliczamy najpierw ctg @. Korzystamy z wlasnosci 4): 

Ce a= os czyli ctga@ = eee 
tga 8 

Korzystamy teraz z wtasnosci 2) i otrzymujemy 

8 _ sina 

ka COSC 
, Stad sina = =8 cosa 

15 

eee =) 
Do wzoru sin*a@ + cos*@ = 1 w miejsce sin @ wstawiamy Tees 

2 

aCe +cos°a@ =1 pO Ree +cos’a =1 
225 

eo ema i” cosa > 0, boa = 215, 
289 2 

15 
cosa = — 

17 

Na koniec obliczamy sin a. 

; = i] 
sina@ =——cosa@,_ czyli 

15 
—8 

sina = — 
17 

— LS -15 
Szuk rtoSci to: si ===], WS ==, C20 = —. zukane wartoSci to: sina fa i g = 

Przyktad 2. 

é yawiee = sin f -siny T 
Wykazemy, ze jesli sina = i a,B,y € | 0, = |, to 
ee 1+cosf - cosy Pry z) 

cos Bp +cos 
cosa = p i 

1+cosf -cosy 

Korzystamy z wtasnosci 1), aby wyznaczy¢ cos @: 

cos’a = 1—sin’a 

sin B - siny in (1+cosf -cosy)’—(sinB-siny)’ _ 

ed > (1 + cos B - cosy)’ 
cos*’a=1 

_1+2cosB - cosy +cos’Bcos’y —sin*Bsin*y _ 

(1 +cosf - cosy) 

1+2cosB - cosy +cos’Bcos’y — (1 —cos’B)(1 —cos*y) _ 

- (1 +cos B - cosy) 

_ cos’B +2cosPcosy +cos*y _ (cosf +cosy)’ 

(1 +cosB - cosy) ~ (1 +cos B - cosy)’ 



400 8. Trygonometria 

Otrzymalismy 
2 

COS p + COSY 
cos’ a = ( y 

\ 
F y i cosa >0 oraz cosh > 0, cosy > 0, wiec 

(1 +cos fp - cosy 

cos fb +cosy 
; co konczy dowéd. 

1+cosf -cosy 
cosa = 

Przypomnijmy wzory redukcyjne, czyli wzory umozliwiajace zapisanie tych sa- 

mych wartoéci funkcji trygonometrycznych za pomocg innych (najczesciej mniej- 

szych) argumentow. Jesli argument funkcji trygonometrycznej mozna zapisa¢ 
F TU ae ; ae 7 nv : 

W postaci m- 5 +a,m € C, to wartosé tej funkcji mozna wyrazic tez za pomocg ar- 

gumentu @, np.: 

cos(2nm—a)=cosa, @ER 

sin(t+a@)=-sina, a@ER 

te[ +a |=-cza Ose lge lk eG 

ctg[F-a J=t8e, az Stknkel 

Przypomnijmy sposob zapamietania wzorow redukcyjnych: 

Zaktadamy, ze a jest kgtem ostrym, a nastepnie: 

1) Sprawdzamy, jaki znak ma interesujace nas wyrazenie; zapisujemy go po prawej 

stronie rownosSci. 

2) Jesli we wzorze liczba poprzedzajaca + a (lub — @) jest nieparzysta wielokrot- 
ear T T 3n ae : te 

nosciq —,np. | —+a@ |, | ~-a |, | —+a |, | — —a |, to funkcja zmienia sie na 
iz Z Z (eZ 2 

kofunkcje (sinus na cosinus, cotangens na tangens); jesli nie —- funkcja pozostaje 

bez zmiany. 

Przyktad 3. 

Obliczymy wartosci wyrazen: 

a) cos( 20 | ta( =2")-sin(am b) sin( 22 | ctgl SF |+ce{ 42 

cos 207 |= cos{ 6n-+ 28 = (0S 20) < cos Lea cos| = == 
3 3 3 3 § 2 

—9T TT = Tt 
eg ee ON wedi y =m 8 ==—t =-1 
o( 4 e( i 3] cle (7 

sin (47) =0, zatem 

20 —97 : —1 1 
cos| —— |+tg| —— |-sin(47) =— -1+0=-1=— 
f 3 | | 4 | Sa Z 2 
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Ad b) Obliczamy: 

sin ta: =sin| n+—2 =sin| —= _=1 
6 6 6 ey, 

ey Ost Tt 1 3 

a(S] =ee[ 20 )--ae( 5] 
i ae TT —T Tt 

t ae =a 3 = = — j= - — j= 4 s( T x) [=] we() il, zatem 

sin{ 7) +ctg( 3) 09 14 _=1 v3 sp ERS 
3 \ 4 7 3 6 

Wartosci funkcji trygonometrycznych maja ciekawg interpretacje na tzw. kole 

trygonometrycznym. Przedstawimy ja w przypadku kata, kt6rego miara a jest 

z przedziatu 0, Z| 

Umieszczamy w uktadzie wspotrzednych kat skierowany 0 mierze @ w potozeniu 

standardowym i kreslimy okrag 0 Srodku w punkcie O(0, 0) i promieniu 1. W6wczas 

wartosci funkcji trygonometrycznych mozna traktowa¢ jako dtugosci pewnych 
odcinké6w. Mamy bowiem 

sina = ual gar etl 
|OA| |OA| 

C tea = LBB ote a = [C61 
|OB, | |OC, | 

Poniewaz |OA| = |OB1| = |OCi| = 1, wiec 

sina = |AA\| cos @=|0A}| 

tga =|BB| ete =| 6G 

Odcinki BB; i CC; sq styczne do okregu. 

Z ta geometryczngq interpretacjq jest zwigzane pochodzenie nazw funkcji trygono- 

metrycznych. Ot6z nazwa sinus jest pochodzenia tacinskiego i oznacza _,,zakrzy- 

wienie”, ,zatoke”. Z kolei nazwa cosinus jest skrétem wyrazenia tacinskiego 
poe . : Eee; me ; AE 

complementi sinus oznaczajacego ,,sinus dopelnienia”. Dopetnieniem @ do p jest 

: ae i P Tl F s Pe a 
20, a jak juz wiesz, cos a@=sin ao a |. Nazwa tangens jest rowniez pochodzenia 
DY 

tacinskiego oznacza ,dotykajacy”, ,styczny”. Nazwa cotangens jest zbudowana ana- 

logicznie do nazwy cosinus. 

Wiesz juz, ze dowolnej liczbie rzeczywistej x odpowiada jeden i tylko jeden kat skie- 

rowany. Z kolei katowi skierowanemu przyporzadkowane sq (zgodnie z definicja 

przypomniang na poczatku tego tematu), w sposob jednoznaczny, liczby: sinus x, 

cosinus x, tangens x i cotangens x. 

401 
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Zatem mozemy okreSslié cztery funkcje, ktorych argumentami i wartoSciami sq licz- 

by rzeczywiste. \ 

sinus: xX— sinx, czyli y=sinx,xeER 

cosinus: X= COs x, czyli y=cosx,xeR 
Tt 

tangens: x > tg x, czyli y=tgx, we R- {xx - E+knk eC} 

cotangens: x— ctgx, czyli y=ctgx, xe R-{x:x=kn,k € CG}. 

Poznamy teraz wtasnosci wyzej okreslonych funkcji, ktore wynikaja bezposrednio 

ze wzorow redukcyjnych. 

Okresowos¢ funkcji trygonometrycznych 

Przypomnijmy okreslenie funkcji okresowe}: 

Funkcje liczbowa f nazywamy funkcja okresowg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 

taka liczba T rézna od zera, ze dla kazdej liczby x nalezacej do dziedziny funkcji f, 

liczba x + T tez nalezy do dziedziny tej funkcji i zachodzi r6wnos¢ f(x + T) = f(x). 

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f Jesli istnieje najmniejszy okres dodatni funk- 

cji f to nazywamy go okresem podstawowym (lub okresem zasadniczym). 

Okresem kazdej funkcji trygonometrycznej jest liczba 27. Powstaje pytanie, czy licz- 

ba 2x jest okresem zasadniczym kazdej z tych funkcji. Okazuje sie, ze w przypadku 

funkcji 

y=sin xX oraz y=cos x 

liczba 27 jest okresem podstawowym, co zapiszemy Tp = 27. Mamy zatem: 

sin(x + 2m) =sin x oraz cos(x+2m)=cosx, xeER 

Wiesz juz, ze 

) 
te(x +7) =teg x, ve R- {xix = Stk k =e oraz 

ctg(x+m)=ctgx, xe R-{x:x=kn,k eC} 

co wskazywatoby na to, ze liczba x jest tez okresem funkcji y = tg x oraz y = ctg x. 

Czy jest to okres zasadniczy? Okazuje sie, ze tak. Przeprowadzimy dowéd dla funkcji 

y=tgx. 

Zatozenie: V.=t2 x, reR- {xix = Zk k ec} 

Teza: m jest okresem zasadniczym funkcji y = tg x 

Dowéd (nie wprost): Zatozymy, ze istnieje dodatnia liczba Ty mniejsza od x, ktora 
jest okresem podstawowym funkcji y = tg x. Wowczas dla dowolnej liczby x, 

TU F ae : laa 

Nee = AO = 5 +kn,k € ct, powinna zachodzié rownosé 

tg(x + To) = tg x, 
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; ee Wa Tarte t= T, ae wiec w szczegolnosci takze dla argumentu Xp, gdzie xy = ey Z naszego zatozenia 

0 < Tp < m wynika, Ze liczba Xp € [o, =| wobec tego tg xp > 0. Ocenimy teraz znak 

wartosci funkcji tangens dla argumentu (x) + 7). Mamy 

aes 
, 

re +T, 
2 

wiec wobec zatozenia 0 < Ty < njest to liczba z przedziatu (¢. "| .Wiadomo, ze dla 

argumentow z przedziatu & "| tangens jest ujemny, wiec 

tg(xXo+ To) < 0 

Wobec powyzszego: 

tgxo>0 i tg(xXo+ To) < 0, jesli0 < Ty < x, wiec 

tg Xo # tg(xXp + To) 

Zatem zadna liczba 0 < Ty < mnie jest okresem zasadniczym funkcji tangens, co kon- 

czy dowdd. 

Wniosek: 

— Okresem zasadniczym funkcji y= sin xi y= cos x jest liczba 27. 

— Okresem zasadniczym funkcji y = tg xi y = ctg x jest liczba nz. 

Przyktad 2. 
 — 

Obliczymy okres zasadniczy funkcji: 

a) f(x) =te 3x b) f(*) = sin( 2 ee 5} 

Ad a) Oznaczamy okres zasadniczy funkcji fprzez Ty. Wowczas 

f(x + To) = tg [3(x + To) | = tg(3x + 37) 
Ale funkcja f jest okresowa, wiec zachodzi rownos¢: 

f(X+To) =f(x), czyli = tg(3x+ 37>) =tg 3x 

Wprowadzimy podstawienie: 

3x=a, wiec tg(a+37T))=tga 

Okresem zasadniczym funkcji tangens jest 2, wiec 37) =, skad Ty = - 

Okresem zasadniczym funkcji f(x) = tg 3x jest liczba a 

Ad b) Niech Ty bedzie okresem zasadniczym funkcji f(x) = sin E mx —5 } Zatem na 

podstawie rownosci f(x + To) =f(x) mamy: 

rl pe Z Ree Z 
fle+T,)=sin| 2n(x +1,)-5 |=sin| 5x aia -5]=sin| 2x54 20-7, 
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fle) =sin{ 2x —5 ], wig . 

sin|( 3 -5}+2n-7, |=sin( Zr -5 |. Oznaczamy Enx—5 =o, skad 

sin| 2a, |=sina 
3 

Okresem zasadniczym funkcji sinus jest liczba 27, wobec tego on p= 2g oe 

Okresem zasadniczym funkcji f(x) = sin(2 Oe 5] jest liczba 3. 

Parzystos¢ (nieparzystos¢) funkcji trygonometrycznych 

Przypomnijmy: jesli dla kazdej liczby x z dziedziny D funkcji f spetniony jest waru- 

nek (—x) € D oraz: 

f(-x) =f (x), to funkcje fnazywamy funkcjq parzysta, jesli natomiast 

f(x) =-f(2), to funkcje fnazywamy funkcje nieparzysta. 

Zatem funkcja y = cos x jest funkcja parzysta, bo dla dowolnego x € R argument 

—x € Ri zachodzi rownosé 

cos(—x) = cos x 

Z tego wynika, ze wykres funkcji y = cos x jest symetryczny wzgledem osi OY. 

Ponadto funkcje y = sin x, y= tg x iy = ctg x sq funkcjami nieparzystymi, bo dla do- 

wolnego argumentu x € D, argument przeciwny —x € D i zachodza rownosSci: 

sin(—x) =-sinx, xeER 

tg(-x) =-tgx, xe R- fe = 5 +kn, k <c| 

ctg(-x) =-ctgx, xe R-{x:x=kn,k eC} 

Zatem wykresy funkcji: 

y=sin x, y=tgx orazy=ctgx 

sa symetryczne wzgledem punktu O(0, 0). 

Przyktad 1. 

Wykazemy, ze funkcja f(x) = sin x - cos x,x € R, jest funkcja nieparzysta. 

Zatozenie: f(x) =sinx*cosx,xeR 

Teza: / [-xeD «a fx) =-f®)| 

Dowéd: Dziedzina funkcji f jest zbidr liczb rzeczywistych, wiec dla dowolnego x € R, 
spetniony jest warunek (—x) € R. Wystarczy zatem wykazaé, ze zachodzi rownosé 
fC) =-f(). Otrzymujemy: 

f(x) =sin(-x) - cos(—x) =—-sin x - cos x=-/(x), co konczy dowdd. 



Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej 

Zbior wartosci funkcji trygonometrycznych 

Z definicji funkcji trygonometrycznych dowolnego kata mozemy wnioskowa¢, ze: 
- Zbiorem wartoSsci funkcji y = sin x oraz y = cos x jest przedziat liczbowy (-1, 1). 
- Zbiorem wartosci funkcji y = tg x oraz y = ctg x jest zbidr liczb rzeczywistych. 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy zbior wartosci funkcji f(x) = V2sin 3x-1,x eR. 

Wiemy, ze zbiorem wartosci funkcji sinus jest przedziat (1, 1), zatem 

A—1 sin 3x < 1 

NierOwnosé¢ przeksztatcamy w spos6b réwnowazny: 

=4.— sin ox <1 faa? EAD Ail sin ee /-1 

Bye sin {x= 1 = 2 = 1) (stad! = 2 = 1 < fix) = 2 

Zbiorem wartosci funkcji f(x) = V2 sin 3x—1 jest przedziat liczbowy (—/2 -1, J2 —1). 

Przyktad 4. 

Okreslimy zbior wartosci funkcji f(x) = 1—ctg’x, x e R—{x:x=kn,k € CG}. 

Wiemy, ze zbiorem wartosci funkcji y = ctg x jest zbidr liczb rzeczywistych. Zatem 

funkcja y = ctg*x przyjmuje tylko wartosci nieujemne, wiec jej zbiorem wartoSci jest 

przedziat (0, +00). Z kolei funkcja y = —ctg*x przyjmuje wartosci przeciwne do war- 

tosci funkcji y = ctg*x, wiec jej zbidr wartoSci jest przedziatem (—c0, 0). Mozemy wiec 

zapisac: —ctg*x < 0. Dodajac do obu stron nier6wnosci 1 mamy: 

1—ctg’x <1 

Zbiorem wartosci funkcji f(x) = 1 — ctg’x jest przedziat (co, 1). 

Sprawdz, czy rozumiesz 

Le ODHCZ te( 3 )-cos{ 2) eral 27") +sin( 7) 

2. Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem: 

a) f(x) =tgx- ctg x jest parzysta b) f(x) =4sin’x + 3 jest parzysta 

c) f(x) =tgx—ctgxjestnieparzysta d) f(x) =sinx+ cos x nie jest ani 

parzysta, ani nieparzysta. 

3. Wyznacz zbior wartosci funkcji 

a) f(x) = V2cos3x —2, x ER b) f(x) =5sin’?x +1, x ER 

405 
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Wuykresy funkcji y = sin x oraz y = cos x 

Wiedza, jaka zdobytes na poprzednich lekcjach, jest wystarczajaca do naszkicowa- 

nia wykresow funkcji trygonometrycznych. 

A) Wykres funkcji y = sin x 

Wiesz, ze funkcja y = sin x jest okreslona wtedy, gdy x € R, a zbiorem wartoSci tej 

funkcji jest przedziat (-1, 1). Wykres funkcji y = sin x, x e R, bedziemy szkicowaé 

etapami. 

| etap 

Do naszkicowania wykresu funkcji y = sin x, jesli x € (0 4) wykorzystamy koto 

trygonometryczne. 

YA 

I] etap 

Ze wzoru redukcyjnego sin(x — x) = sin x wynika, ze wykres funkcji y = sin x jest 

symetryczny wzgledem prostej r6wnolegtej do osi OY i przechodzacej przez punkt 

o wspolrzednych [ 0} Istotnie: 

Po skorzystaniu z tej wtasnosci otrzymujemy wykres funkcji y = sin x w przedziale 
Tl 
—, 7). 
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Ill etap 

Funkcja y = sin x jest nieparzysta, zatem jej wykres jest symetryczny wzgledem 

poczatku uktadu wspdirzednych. Mozemy wiec dorysowaé wykres funkcji w prze- 

dziale (—r, 0). Otrzymujemy wykres funkcji y = sin x na przedziale (1, 2), majacym 

dtugosé 2n. 

IV etap 

Okres zasadniczy funkcji y= sin x wynosi 27x. Powielajac fragment wykresu funkcji 

uzyskany w etapie III, otrzymujemy wykres funkcji y = sin x, gdzie x € R. 

AY 

Podsumujemy wiasnosci funkcji y = sin x: 
e dziedzina funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych R; 

zbiorem wartoSci jest przedziat (—1, 1); 

jest to funkcja okresowa o okresie podstawowym 27; 

jest to funkcja nieparzysta; 

miejsca zerowe funkcji to liczby majace postac: kn, k € C; 

e funkcja przyjmuje najwiekszq wartos¢ (ré6wnq 1) wtedy, gdy x = 5 + 2kn,k € C; 

e funkcja przyjmuje najmniejsza wartos¢ (r6wnqg —1) wtedy, gdyx=—5 +2kn,k €C; 

e funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow (3 + 2k, 5 + 2k, ke, 
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funkcja jest malejaca w kazdym z przedziatow (3 + 2kr, 5 T+ 2k), keG, 

funkcja przyjmuje wartosci dodatnie w przedziatach (2k, 1 + 2k), k € C; 

funkcja przyjmuje wartosci ujemne w przedziatach (x + 2kn, 2m + 2kr),k € C; 
e funkcja nie jest r6znowartosciowa; jest natomiast roznowartosciowa w kazdym 

z przedziatow, w ktorym jest monotoniczna (rosnaca lub malejaca). 

B) Wykres funkcji y = cos x 

Funkcja y = cos x, podobnie jak funkcja y = sin x, okreslona jest w zbiorze liczb rze- 

czywistych, 0 wartosciach w przedziale (1, 1). Je} wykres mozna otrzymac po prze- 

prowadzeniu analogicznych rozwazan jak w przypadku funkcji y = sin x, szkicujac 

go etapami. Wykres funkcji y= cos x mozemy tez uzyska¢ szybciej, korzystajac z wy- 

kresu funkcji y = sin x i przeksztatcen wykresow funkcji, ktore poznates w klasie 

pierwszej. Wiemy, ze 
: T 

cos x=sin| x +E) 

zatem wykres funkcji y = cos x otrzymamy w wyniku przesuniecia rownolegtego 

wykresu funkcji ; 

y=sinx owektor v=|-%, 0 

Korzystajac z wykresu, sprobuj opisa¢ wlasnosci funkcji y = cos x. 

Ponizsze przyktady ilustruja zastosowanie wykresow funkcji y = sin x i y = cos x 
w prostych zadaniach. 

Przyktad 1. 

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = sin x w przedziale eu z) a nastepnie na 

podstawie wykresu podamy: seeks 
a) miejsca zerowe funkcji f; 

IS 
—/2 

b) zbior argumentow, dla ktorych wartosé funkcji fwynosi 
, 

c) zbior argumentow, dla ktorych funkcja fprzyjmuje wartosci wieksze lub rowne 
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Ada) sins =O WX (=, 3)| & xe {1,0} 

Zatem miejscami zerowymi funkcji f sq liczby —z oraz 0. 

2 
Ad b) Wiemy, ze jesli x = a to wartos¢ funkcji f(x) = sin x wynosi —. Poniewaz 

funkcja jest nieparzysta, wiec dla argumentu przeciwnego wartos¢ funkcji f 

bedzie rowna 

_ ( —T Ae 
sin| —— | =-sin — = —— 

4 ) 4 2 

ae Ge = ; 
Najpierw zaznaczymy na wykresie funkcji f punkt P veal przez ktory po- 

prowadzimy prosta k rownolegta do osi OX. Prosta k przecina wykres funkcji f 

jeszcze w punkcie R. 

Odcieta punktu R jest drugim argumentem, dla kt6rego wartoS¢ funkcji fwynosi a 

Poniewaz punkty Pi R sq symetryczne wzgledem prostej prostopadtej do osi OX 

przechodzacej przez punkt (=, 0 } wiec odcieta punktu R jest rowna —t + 7 czyli 
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-n, W przedziale (3, 2) funkcja y = sin x wartosé a przyjmuje dla dwéch 
\ 

argumentow: 

=i S10 
— oraz —. 
4 4 

il 
Ad c) Prowadzimy prosta p rownolegta do osi OX przechodzaca przez punkt [o 5} 

: on 
Prosta p maz wykresem funkcji fdwa punkty wspdlne M i N, ktorych rzedna wynosi 5 

Z wykresu odczytujemy odciete punktéw: 

— odcieta punktu N jest rowna e bo sin ? 5 

— odcieta punktu M jest r6wna —1 — a czyli “3 bo wykres jest symetryczny 

wzgledem prostej prostopadtej do osi OX przechodzacej przez punkt 

(z) 
Teraz odczytujemy z wykresu zbidr tych argumentow, dla ktérych funkcja f przyj- 

muje wartosci wieksze lub rowne ; (zaznaczylismy je kolorem niebieskim). Zatem: 

: il —3n 1 —3n -—70 AS PE 
sInx 2=—AxXeE ; S XE ; U ; 

Zz De av yy, 6 62 

Przyktad 2. 

P : mee : 3 
Pordwnamy liczby cos oes oraz sin oss ‘ 

2 3 Tl ~ — 
OVA COS = = GOS ae =o = = 

4 4 4 2, 

2 pordwna¢é liczby cos 55 oraz sn( =? | Na podstawie wykresu funkcji y = cos x 

Wiadomo, ze sin 
il 

; 3 . Wystarczy zatem 

1 



Wukresy funkcji y = sin x oraz y = cos x 

stwierdzamy, ze 

boce S10), 
2 

a na podstawie wykresu funkcji y = sin x wiemy, ze 

sin ae < 0 (zobacz ponizszy rysunek). 

Stad cos| sin > sin( cos? "| 
6 4 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Na ponizszym rysunku naszkicowany jest wykres funkcji f(x) = cos x w prze- 

dziale (-. 3 Tt). 
2 

Na podstawie wykresu funkcji f 

podaj: 

a) przedziaty monotonicznosci 

funkcji; 

b) miejsca zerowe funkcji; 

c) zbidr argumentow, dla kto- 

rych funkcja przyjmuje war- 

tosci dodatnie: 

d) zbior argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne; 

e) zbidr argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartos¢ rownq —0,5; 

f) zbiér argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartoSci nie mniejsze niz 

—0,5. 

2. Okresl, jaka wartos¢: dodatnia czy ujemng ma wyrazenie: 
ae 4) el Ae ee 

sin} —— |-sin| — |-sin1 
s 6 

sin 4 - sin(—3) 

3. Okresl znak liczby sin(cos 5). 

411 
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Wuykresy funkcji y = tg x oraz y = ctg x 

Wykres funkcji y = tg x naszkicujemy, podobnie jak wykres funkcji y = sin x, stosujac 

koto trygonometryczne oraz poznane do tej pory wtasnosci funkcji tangens. 

Wykres funkcji y = ctg x otrzymamy z wykresu funkcji y = tg x po pewnych prze- 

ksztatceniach. 

A) Wykres funkcji y = tg x 

Dziedzina funkcji y = tg x jest zbidr R— * a ; +knke c| 

l etap 

Do naszkicowania wykresu funkcji, dla argumentow x € (0 z| postuzymy sie 

kotem trygonometrycznym. 

I] etap 

Funkcja y = tg x jest nieparzysta, zatem jej wykres w przedziale & ; 0) otrzymamy 

po przeksztatceniu naszkicowanego w I etapie fragmentu wykresu przez symetrie 
srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. 
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= a 
2 2 

Ill etap 

Zauwaz, ze otrzymalismy wykres funkcji y = tg x w przedziale majacym dtugosé n. 

Okres zasadniczy funkcji tangens tez jest rowny 1. Jesli wiec powielimy te czes¢ 

wykresu, to otrzymamy caty wykres funkcji tangens. 

AY 

y=tgx 
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Wiasnosci funkcji y = tg x: 

e dziedzing jest zbidr R— fee =5tkn, k ec}; \ 

zbiorem wartosci jest zbidr liczb rzeczywistych R; 

jest to funkcja okresowa 0 okresie zasadniczym 1; 

jest to funkcja nieparzysta; 

miejsca zerowe to liczby majace postaé: kr, k € C; 

e funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow: (+ + kn, 5 + kx), keG 

UWAGA: Funkcja y = tg x nie jest rosnaca w catej dziedzinie! 

e funkcja przyjmuje wartosci dodatnie w przedziatach [ie + kn) ke, 

e funkcja przyjmuje wartosci ujemne w przedziatach (E +k, m+ kn), ke, 

e funkcja nie jest roznowartoSsciowa; jest natomiast r6éznowartosciowa w kazdym 

z przedziatow, w ktorym jest rosnaca. 

B) Wykres funkcji y = ctg x 

Ze wzorow redukcyjnych wiemy, ze tg (F +X =-—ctg x, zatem ctg x= -te[x + | 

gdzie x « R—{x:x=kn,k € Ch. 
Zatem wykres funkcji y = ctg x mozemy otrzyma¢ z wykresu funkcji y = tg x, wyko- 

nujac kolejno oda przeksztatcenia: przesuna¢ rownolegle wykres funkcji 
> == 

y =tg xo wektor u = ml 0} a nastepnie otrzymany wykres przeksztatci¢ przez 

symetrie osiowg wzgledem osi OX (czy otrzymamy ten sam wykres, stosujac po- 

wyzsze przeksztatcenia w odwrotnej kolejnosci?). 

Wykres funkcji y = ctg x przedstawiony jest ponizej. 

: | | > 
: a on er on xX 

Sprobuj opisaé wtasnosci funkcji y = ctg x na podstawie wykresu. 



Woukresy funkcji y = tg x oraz y = ctg x 

Przyktad 1. 
aS 

Wyznaczymy zbior tych argumentow, dla ktorych funkcje y= tg x oraz y=ctg x przyj- 
muja te samq wartosc¢. 
W tym celu, we wspolnym uktadzie wspdélrzednych, naszkicujemy wykresy obu 
funkcji. 

a 

y=ctgx | | 

ag fz SERS Re Bie ence 8. alo eer ey ap) | 
—i — IN 10 | Te 

Wt SN Sa 
m7. 3 ses ea x it 25 Sn if au x 

at 2h eS i = faut BW Ba oN 

y=tgx 

Z wykresu odczytujemy, ze obie funkcje przyjmujq te sama wartos¢ rowng 1 lub -1 

dla argumentow: 

" 5 a etal Spee Si 
Sai T,-——T, -——T, 6 S45 =I) =a SA mn Tele 

+ 4 4 444 4 4 

Poniewaz odlegtosci pomiedzy interesujacymi nas argumentami sq state i wynoszq 

a wiec odpowiedz zapiszemy krécej: x = + at ke. 

Funkcje y=tgxiy=ctg x przyjmuja te samq wartos¢ dla argumentow Z + =, keC. 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Na ponizszym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji y = ctg x, 

x € (-1, 0) U (0, 7). 

Y y=ctg x Na podstawie wykresu funkcji podaj: 
a) Zbidr tych argumentow, dla kto- 

rych funkcja przyjmuje wartos¢ ae 

b) Zbidr tych argumentow, dla 
ktorych funkcja przyjmuje war- 

tosci mniejsze od —1. 

c) Znak wartosci wyrazenia 

ctg 2 - ctg(—2,5) - cal 5 + 2) 

415 
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Przeksztalcenia wykresoéw funkcji 
trygonometrycznych : 

Znasz wykresy funkcji trygonometrycznych. Umiesz z wykresu odczyta¢é wtasnosci 

funkcji. Potrafisz takze przeksztatca¢é wykresy réznych funkcji. 
W tym temacie potaczymy umiejetnoSci, jakie zdobytes na poprzednich lekcjach. 

Przyktad 1. 

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = sin( 2x _ =| x € R. Odczytamy z wykresu, dla 

jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartoSci dodatnie. 

Aby naszkicowa¢ wykres funkcji f, najpierw przeksztatcimy jej wzor do postaci: 

F(X) = si 2 [x - Z| 

Wykres funkcji fpowstaje na podstawie wykresu funkcji y = sin x, w wyniku naste- 

pujacych przeksztatcen: 

Pex) — sit x : 

fo(X) =fi(2x) - powinowactwo prostokatne wykresu funkcji f, 0 osi OY i skali ; 

ZyyolX) = sinx 

ea mp [x = Z| — translacja wykresu funkcji f; o wektor i E ° 0 

3) f(x) =sin 2[x -¥) 

Wykres funkcji fprzedstawia ponizszy rysunek. 

f,C¢) = sin 2x ie 

Z wykresu odczytujemy: 

f@)>0 © xe [E +k 2 xk | ec 

Przyktad 2. 
Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = |1,5cos x—1|, gdzie x € (1, n). 
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Wykres funkcji f powstaje w wyniku nastepujacych przeksztatcen: 
Lily cos x 

filx) = L5f,() - powinowactwo prostokatne wykresu funkcji f, 0 osi OX w skali 1,5 

2) f2(x) = 1,5cos x 

fa) =f(x)-1 - przesuniecie rownolegte wykresu funkcji f; o wektor i= [0,—1] 

3) f(x) =1,5cosx-1 

f(x) = [&Q)| - symetria wzgledem osi OX czesci wykresu znajdujacej sie ponizej 

osi OX 

4) f{x) =|1,5cos x- 1| 

Ponizszy rysunek przedstawia kolejne etapy powstawania wykresu funkcji f. 

f(x) =|1,5cos x-1| 

y=f,@) 

y=f,(x) 

2 y =f,(x) 

Przyktad 3. 

, gdzie x € (-n, 27) — {0, m}. Odczytamy Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = ae 
sinx 

z wykresu, dla jakich argumentow zachodzi warunek f(x) = 1. 

Z definicji wartosci bezwzglednej i wtasnosci funkcji y = sin x wiemy, ze: 

sinx, jesli x €(0, z) 
|sin x| = a 

—sinx, jesli x €(—7, 0) U (1, 2) 

Ponadto, z podstawowych zwiazkéw miedzy funkcjami trygonometrycznymi wy- 
tel cOSXx arn ‘ * fetal 

nika, ze ctg x = ———, gdzie sin x ¥ 0, wiec wzor funkcji fmozemy zapisac w postaci: 
sinx 

ctg x, jeslix €(0, x) 
f= fea 

—ctg x, jeslix e(—7, 0) U (% 2n) 

Wykres funkcji y = —ctg x powstaje przez odbicie symetryczne wykresu funkcji 

y= ctg x wzgledem osi OX. 
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Wykres funkcji fprzedstawiony jest na ponizszym rysunku. 

Z wykresu odczytujemy, ze 

LHS Saeed 

Przyktad 4. 
LL te 

Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji f(x) =a - sin[b(x + c)]. 

Korzystajac z danych na wykresie oraz wiedzac, ze liczby a, b, c sa dodatnie, usta- 

limy wzor funkcji 

a 

2 

y =f) 
ap dl 

0 =F i + + t = t > 
5 3 Bat tT 3, 2m = x 

+-1 

soy) 
1 =25 

W2zor f(x) =a: sin[b(x + c)] sugeruje, ze wykres funkcji f powstat z wykresu funkcji 

y = sin x w wyniku przeksztatcenia go przez powinowactwo prostokatne o osi OX 

oraz powinowactwo prostokatne o osi OY, a takze wyniku przesuniecia r6wno- 

legtego o wektor ie [—c, 0]. Na podstawie rysunku ustalimy te przeksztatcenia. 

e Zbiorem wartosci funkcji fjest przedziat (25, 25), zatem wykres funkc¢ji f 

powstat przez powinowactwo prostokatne wykresu funkcji y = sin x 0 osi OX 

i skali 2 zatem 

3, 
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e Fragment wykresu funkcji f ktory odpowiada argumentom z przedziatu (0 : n) 

powtarza sie cyklicznie, wiec wnioskujemy, ze okresem podstawowym funkcji f 

jest liczba 3" czyli 

2 
=o 

Fakt ten pozwala nam obliczy¢ wspotczynnik b. Wiemy, ze okresem podstawowym 

funkcji sinus jest 27, zatem: 

2m 2m PAS ae 
—=T =— b= —, wiec ee i Pelee 

=T 
3 

b=3 

Pozostato nam wyznaczenie wspotczynnika c. 

Wykres funkcji f powstat w wyniku przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji 

y=2,5-sin 3x0 wektor u= -2 . 0} zatem c= z E jest najmniejszq liczba dodatnia 

spetniajacqa warunki zadana} 

Ostatecznie, funkcja f ktorej wykres przedstawiony jest na powyzszym rysunku, 

opisana jest wzorem: 

f(x) =2,5-sin EC + z)} 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. We wspolnym uktadzie wspotrzednych naszkicuj wykresy funkcji 

f(x) = |cos x| — 1 oraz g(x) = sin x, gdzie x € (=. 3), Na podstawie rysunku 

odpowiedz na pytania. 
a) Dla jakich argumentow obie funkcje, w danym przedziale, przyjmujqa te 

sama wartos¢? 

b) Dlajakich argumentéw z przedziatu (= ; =| funkcjag przyjmuje wieksze 

wartosci niz funkcja f? 

2. Sporzadz wykres funkcji okreslonej wzorem f(x) = sin x—|sin x], x € R. 

Nastepnie: 
a) podaj zbidor wartosci funkcji f, 
b) okresl zbiér miejsc zerowych funkcji f; 

c) wskaz okres podstawowy funkcji f; 

d) odczytaj z wykresu, dla jakich argumentoéw funkcja f przyjmuje wartosci 

ujemne. 
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Proste rownania trygonometryczne 
\ 

Rozwazmy rownanie 

sinx=a 

Dziedzina tego rownania jest zbidr liczb rzeczywistych. Rozwiqzania tego rownania 

istnieja tylko wtedy, gdy 

a € (-1, 1) 

W jednym uktadzie wspotrzednych naszkicujmy wykresy funkcji 

y=sinx i y=a, ae (1,1), gdziex eR. 

2m —2+ 20 2m 

Rownanie sin x = a ma nieskonczenie wiele rozwigzan. Te rozwigzania mozna wy- 

godnie zapisa¢ w dwoch seriach. Wybieramy dowolne rozwigzanie Xp (np. naj- 

mniejsze dodatnie). Zauwazmy, ze w odlegtoSsci 27, 47, 67, ... od Xp tez znajduja sie 

rozwiqzania tego rdwnania. Zatem serie rozwigzan wyznaczong przez Xp mozna 

zapisac¢ tak: 

Xo + 2kn, gdzie k € C. 

Druga serie rozwiqgzan wyznacza rozwigzanie m — Xp. Mamy wiec: 

™—X + 2kn, gdziek € C. 

Przyktad 1. 
RS 

Rozwiazemy rownania: 

a) sinx= + b) sin x= — 
2 Z 

Ad a) Szkicujemy wykresy funkcji y=sinx i y= > gdziex eR. 

AY 

mae 1 y=sinx ae yas 
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Poniewaz sin = = he wiec jesli 
Gnas 

sin x= 1 to 
2 

x =F +2kn, ke C Vv x= 224 2km ke C 

Ad b) Mozemy postapi¢ podobnie, jak w punkcie a), lub wykorzystaé nieparzystos¢ 

funkcji sinus. Wowczas mamy i Eye —.Zatem 
6 2 

; =1 
sin X = — 

2 

x= +2kn, k eC Vv x= 24 2knk eC 

Przyktad 2. 

Rozwiqazemy rownania: 

a) sinx=1 b) sinx=0 c) sinx=-1 

Ad a) 

W tym przypadku obie serie z rozwiqzania ogolnego sie pokrywajqa. Mamy wiec 

sinx=1 

x= 5 +2kn,k eG 

Ad b) 

Otrzymujemy 

sinx=0 

x=04+2kn,keEC Vv x=n+2kn,keC 

421 
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W tym przypadku rozwiazania wygodniej jest zapisa¢ za pomoca jednej serii. 

x=kn,keC \ 

Ad c) 

Mamy: 

sinx=-1 

x= +2kn, k eC 

Przyktad 3. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m (m € R), dla ktorych rownanie 

2sinx=4m-—sinx+5 

ma rozwigzanie. 

Przeksztatcimy dane r6wnanie w sposob r6wnowazny do postaci sinx=a,a eR. 
Mamy: 

2sinx=4m-—sinx+5 

3sinx=4m+5 

sin X= eee 

Réwnanie sin x = a ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy a € (-1, 1). 
Zatem: 

Rownanie 2sin x = 4m —sin x + 5 ma rozwiazanie wtedy, gdy m € (2 +} 

Rozwazmy rdwnanie 

cosx=a 

Dziedzinga tego rownania jest R. Jesli a < (-1, 1), to r6wnanie ma rozwiazania 
W przeciwnym wypadku - nie ma rozwigzan. 

, 
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W jednym uktadzie wspdétrzednych naszkicujmy wykresy funkcji 

y=cosx i y=a, ae (-1,1),gdziexec R. 

W tym przypadku rozwiazania wygodnie jest zapisa¢ w postaci dwoch serii: 

Xo t+ 2kn,k eC oraz -X)+2kn,k e€ C. 

Przyktad 4. 

Rozwiazemy réwnania: 

a) coSx== b) cos x= — 
2 Zz 

Ad a) 

x= SE + 2kn, ke C Vv ye kr, kk SC, 

423 
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UWAGA: Funkcja cosinus jest funkcja parzysta, wiec cos q = cos (=) = nie mo- 

\ 
zemy sobie zatem ulatwi¢ rozwiazania tego rdwnania, jak w przypadku funkcji 

sinus, ktéra jest nieparzysta (zobacz przyktad 1 b). 

Przyktad 3. 

Rozwigazemy rownania: 

a) cosx=1 bycosx=0 c) cosx=-1 

Ada) 
AY 

COS aa 

X= Zk ke € 

Ad b) 

=2+ 

COS w= 0) 

T 
X= =k ke C 

2 

Ad c) 
AY 

Y=cosx 

cos x=-1 

x=nv+2kn,k € C 
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Rozpatrzymy jeszcze dwa typy rownan. Pierwszy to: 

tgx=a 

Do dziedziny rownania nie naleza liczby majace posta¢é +kn,k € C. Dla kazdej licz- 

by a rownanie ma rozwiazania. We wsp6lnym uktadzie wspétrzednych szkicujemy 
wykresy funkcji 

ee L2G reR-jux=F+ks k ec} oraz = Vy =a; 9) xe R, 

Kolejne rozwiazania sa oddalone od siebie 0 x. Mozemy je wiec zapisac w postaci 

jednej serii. 

Xotkn,k eC 

Ostatnim typem rownania, ktory przeanalizujemy, jest 

cex=—a 

Do dziedziny tego rownania nie naleza liczby majace posta¢ 1+ kn, k € C. Dla kazdej 

liczby a rownanie ma rozwigzania. We wspolnym uktadzie wspotrzednych szkicu- 

jemy wykresy funkcji 

y=ctgx,x e R—-{x:x=n+kn,k € C} orazy=a,x eR. 
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Kolejne rozwiazania sa rowniez oddalone od siebie 0 x. Mozemy je tez zapisac w po- 

staci jednej serii. \ 

XotknkeC 

Przyktad 6. 

Rozwiazemy rownania: 

a) tgx=1 b) tgx=- 3 c) ctg x= 3 d) ctgx=-1 

Dziedzing rownania tg x = 1 oraz tg x= ={3 jest zbior R— (» x= 5 +kn,k € c|. 

Ad a) 

tgx=1 

x= naka ke€ 
4 

Ad b) 

tgx=-13 

x= Ent kn, ke € 
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Roéwnania ctg x = V3 oraz ctg x =—1 sa okreSlone wtedy, gdy x # kn, k € C. Rozwiaza- 
nia obu rownan przedstawione sq ponizej. 

Ad c) 

ctgx=/3 = x= +kn, ke C 

ctgx=-1 > x= Sn+kn, ke G 

Sprawdz, czy rozumiesz 

1. Rozwigz rownania: 

a) ee b) inxe c) ete 
Zz 2 2 

d) cosx=2 e) cosx= 22 f) cosx= = 

g) tex= 38 h) tgx=0 i) ctgx=1 

2. Ile rozwiazan ma rownanie sin x = 0,75 w zbiorze (—27, 21)? 

3. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m (m é€ R), dla kt6rych ponizsze row- 

nania maja rozwiazania: 

a) sinx= 7 T- b) cos 

(ome 3 
) inx=2sinx—m+1 c) V3 sin x=2sin x—m ey 5 
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Funkcje trygonometryczne sumy i rOznicy 

Niech a if beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Liczbom tym odpowiadajq dwa 

katy skierowane, kt6re umieszczamy w uktadzie wspdtrzednych tak, aby 

poczatkowe ramie kazdego z tych kat6w pokrywato sie z dodatnia potosia OX. Na 

koncowym ramieniu kata 0 mierze @ wybieramy punkt P(x, y), ana kofcowym ra- 

mieniu kata o mierze f — punkt P;(x;, y,). Punkty Pi P,; nie leza w poczatku uktadu 

wspotrzednych. 

Mozliwe sq nastepujace trzy przypadki. 

I. Koncowe ramiona katow a, 6 wyznaczaja kat tréjkata POP). 

I przypadek 

Kat miedzy bokami OP i OP; ma miare 

|a —B| + 2kn dla pewnegok €C albo 

—|a—f| + 2kn dla pewnego k € C 

W kazdym przypadku cosinus tego kata jest rowny 

cos(a —f) (sprawdz!) 
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Stosujemy twierdzenie cosinuséw do tréjkata POP,. Mamy: 

|PP,|? = |OP|? + |OP,|? —2 - |OP| - |OP,| - cos(a —B) 
Wyznaczamy cos(a@ —). 

2 Pee 2 Pee oer Ont [Fe 
2-|OP|- |OP,| 

Poniewaz 

|OP|=x°+ y’ |OP,| = VX. + Ya |PP,|= /(X, =x)’ =, aya wiec 

_ py a Xt tert YO =X) = 

Zep tye RG + iy, 

2, 2(X#X, PY" yy) 

V4 

=cosa-cosf +sina-sinf 

Otrzymalismy zatem wz6ér 

(*) cos(a—f)=cosa-cosf+sina-sinB 

Sprawdzimy, czy wzor (*) jest tez prawdziwy w przypadku II i III. 

cos(a@ 

II przypadek 

Przypadek ten zachodzi tylko wtedy, gdy a -f = + 2kn dla pewnego k € C. Stad 

a=B+n+2kn dla pewnegok € C. 

Obliczamy: 

L=cos(a —$) =cos(x + 2kn) =-1 

P=cosa@-cosf+sina:sinB=cos(6+n+2kn)-cosh+sin(6+n+2kn)-sinB= 

= (-cos f) - cos B + (-sin f) - sin B = -cos*f — sin?B =-1 

L=P 

W przypadku drugim wzor (*) jest tez prawdziwy. 

II] przypadek 
Przypadek ten zachodzi tylko wtedy, gdy a —f = 2kn dla pewnego k € C. Zatem 

a@=B+2kn dla pewnego k € C. 

Obliczamy: 

L=cos(a —$) =cos(2kn) =1 

P=cosa-cosf+sina- sin =cos(Z + 2kn)- cosh +sin(f + 2k) - sinb= 

=cosf-cosf+sinf-sinf =cos6 + sin’B=1 

=P 

W przypadku trzecim wzor (*) jest rowniez prawdziwy. 
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Wzor (*) jest prawdziwy dla dowolnych liczb rzeczywistych a, p. 
\ 

Jesli teraz we wzorze (*) podstawimy (—{) w miejsce /, to otrzymamy w2zor na cosi- 

nus sumy @if. 

cos[a — (-$)] =cos a - cos(-$) + sina - sin(-f) = 

cos(a+f)=cosa-cosf-sina- sin fp 

Jesli natomiast we wzorze (*) zamiast @ wstawimy (s -a } to powstanie wzor na 

sinus sumy @ if. 

am = Baal Fe phere ss pers cos $c] -B ] cos a cos +sin( 5 a | sin B 

cos( F— (a+) |=sina-cosB +cosa-sin 

sin(a+6)=sina-cosP+cosa@:sinB 

Po wstawieniu w ostatnim wzorze (—$) zamiast 6 otrzymamy wzor na sinus réznicy 

aip. 

sin(a—f)=sina-cos6—cosa:sinB 

Udowodnilismy nastepujace twierdzenie. 

Twierdzenie 1. 
Jeslia, B € R, to: 

a) cos(a+f)=cosa-cosfB-—sina-sinB 

b) cos(a—$) =cosa-cosf+sina-sinfp 

c) sin(a+)=sina-cosB+cosa@:sinB 

d) sin(a—£) =sina-cosP-—cosa:sinB 

Przyktad 1. 

: ot 
Obliczymy cos| — |. ymy (22 

Zauwazmy, ze 

on _ 3m 20 _ 1 

dB gern as by aed 

wiec na mocy twierdzenia 1a otrzymujemy 

cos St = cos Re =cos-cos= sinesssin wos 
12 6 6 4 6 4 4 
_v2 ¥3_V21_ V6- 2 2 

2 eee 

4 
cos( $2 | N= 
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Przyktad 2: 

Wykazemy, Ze jeSli istnieje tg a, tg B, tg(a — f), tg(a + B), to: 
tea -t tgat+t 

WECS prea, DI) freer 
Ad a) Mamy: 

Se sin(a@ — B) _ sina - cos # —cosa -sinB - 

cos(a—f) cosa-cosf+sina-sinB 

sina-cos6 cosa-sinf 

_ cosa@-cosf ~ cosa -cosB  — tga -tg BP 

~ cosa - cos , sina-sinB 1+tga-tgB 

cosa-cosB cosa-cosf 

tea 18 p Tt 
t = ,oilea, fp, (a— R-—<x:x=—+knk eC}. g(a-8) reas oilea,B, (a-B)e jae atk ke | 

tg(a@ 

Wskaz twierdzenia, z ktorych skorzystalismy, wykonujac powyzsze przeksztatcenia. 

Ad b) Wykorzystamy wzor z punktu a). W miejsce 8 wstawimy (-() 
PAigo ~te (=f) tg[a -(-)] i+tea<te(—f) 

skad 

tg(a +p) = BEBE ollea.8, (a+) eR-| xx = 5 +kn, k ec}. 

Przyktad 3. 

Wykazemy, ze jeslia, fh € o, 2 tga= a tg p= > toa+Pp= i 

eh eee 
Obliczamy wartos¢ wyrazenia oe Mamy 

age | > 
— + — = 

11 3 
aX eas 

A to znaczy, ze 

tg(a+f)=1 

Jesli a, B {0 z) i tg(a +f) > 0, to z tego wynika, ze (a + B) € 0, | wiec 

a+p= a bo w przedziale , 4 funkcja y = tg x jest roznowartoSciowa. 

43] 
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Przyktad 4. 
= 

Wykazemy, ze jesli a, 8, y sa miarami kat6w tréjkata nieprostokatnego, to 

tgat+tgP+tgy=tga-tgp-tgy 

Poniewaz @, }, y sq miarami katow trojkata, zatem 

a+Bt+y=n, stad y=n-(a+f), wiec 

tgy =-tg(a +f) 

Zwykle tatwiej jest przeksztatca¢ sume na iloczyn, wiec przeksztatcamy lewa strone 

rownosci. 

tea+tgP+tgy=tgar+tgP+tg[xn—(a+f)|=tgat+tgf—tg(a+f)= 

tgat+tgB _(tga+tg fh) —tga-tgf)—(tga+tgp) _ =tga+tgp— 
: BP 1-tga-tgp 1-tga-tgp 

_(tga+tgA)(-tga-tgB)_ tga t+tgp ae nui 
1-tga-tgp 1-tga-tgp 

=-tg(a+f)-tga-tgB =tga-tgP-tgy 

Otrzymalismy prawa strone rownoSci, a to znaczy, ze rownos¢ jest prawdziwa przy 

podanych zatozeniach. , 

Przyktad 5. 
Po ee 

Naszkicujemy we wspolnym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji liniowych 

y=—3x+ 6iy=2x—1,anastepnie wyznaczymy miare kata miedzy tymi wykresami. 
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Wykres funkcji liniowej 

y=-3x+6 

jest nachylony do osi OX pod takim katem a, a € (0, m), ze 

tga=-3 

Wykres funkcji liniowej 

y=2x-1 

jest nachylony do osi OX pod takim katem £, 6 € (0, m), ze 

tgB=2 

Katy, czyli kat miedzy danymi prostymi jest rowny réznicy miedzy katem a i katem f, 
zatem 

y=a—B 
Wyznaczymy tg y. Latwo stwierdzi¢, ze wykresy funkcji liniowych nie sa prosto- 

padte (—3 - 2 #-1). 
Mamy wiec 

of __ tga-tgB 
tgy =tg(a-8) 4 + teerhta 8 

tgy = ala f ye(0,x), zatem 
1+(-3)-2 

a: 
es 

Kat miedzy wykresami funkcji liniowych jest rowny ri 

Wroémy jeszcze raz do wzoru 

cos(a+f)=cosa-cosh-—sina-sinB 

JeSli przyjmiemy, ze a =f, to otrzymamy wzor na cosinus kata podwojonego 

(*) cos 2a =cos*a — sin2a 

Jesli uwzglednimy zaleznosci 

sint?a=1-—cos*a lub cos*a=1-sin’a, 

to otrzymamy dwa warianty wzoru (*) 

cos 2a=2cos’a-—1 lub cos2a@=1-2sin’a. 

Otrzymalismy kolejne twierdzenie. 

| Twierdzenie 2. 

Jeslia € R, to 

cos 2a = cos*a — sin*a 

cos 2a = 2cos*a — 1 

cos 2a = 1 — 2sin’a 
bee 
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Jesli we wzorze 

sin(a +8) =sina-cosh+cosa-sinB \ 

przyjmiemy, ze a =f, to otrzymamy wzor na sinus kata podwojonego 

sin 2@=2-sina-cosa 

Twierdzenie 3. 

Jeslia € R, to 

sin 2a=2-sina@-cosa@ 

Przyktad 6. 

Wiedzac, ze sina = a il Ge G n| obliczymy cos 2a@ i sin2a. 

Poniewaz cos 2a = 1 — 2sin’a, wiec 
2 

Bie Oe. |e eee enon, 
17 209" 209 

Obliczamy sin 2a. Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby. 

I sposéb 

Znajac sin a, obliczamy cos a; korzystamy z ,,jedynki trygonometrycznej”. 

sin’a + cos’a = 1 
2 

2 +cos?a@=1 i cosa<0,boa é€| ~, x], wiec 
17, Z 

-15 
cosa = —— 

AY), 

Nastepnie obliczamy sin 2a, korzystajac ze wzoru sin 2a = 2 - sina - cos a. Mamy 

Se (=ts)m 240 

Wey 289 
Sin Hoe = Ze 

Il sposob 

Znajac cos 2a, korzystamy bezpoSrednio z ,jedynki trygonometrycznej” do obli- 
czenia sin 2a. 

sin?2a@ + cos?2a = 1 
2 

sin’ 2a (3) =1 i sin2a<0,bojeslia | 5 n| to 2a € (n, 27), wiec 

Sin 20= eo 
289 

Szukane wartoSci to: cos2a = oes il Sawer = —240 
289 - 
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Przyktad 7 if 

Obliczymy sin—. ymy 12 

Latwo zauwazyc, ze 

Do obliczenia szukanej wartosci wykorzystamy wz6r 

cos 2a = 1 — 2sin’a, przyjmujac a = = 

Otrzymujemy rownanie 

ee ear ire cise skad sin?™ = 2-3 i sin >0O, zatem 
12 2 12 W2 4 

sin = 2-3 
v2 2 

UWAGA: Poniewaz = = , wiec sin mozna obliczyé tez tak: 

sin =sin| *-2 = sin™ .cos® cos™ sin® = 42.43 v2.1 _ V6 -V2 
2 + 6 4 6 owe Zee 4 

V2-V3 , V6 -V2 
2 4 

wee 
446 

Jak pokazaé - bez pomocy kalkulatora - ze liczby sa rowne? 

Przyktad 8. 

: : sing +sin2a@ ; Pe 
Wykazemy, ze = tga, oraz podamy konieczne zatozenia. 

1+cosa +cos2a 

Przeksztatcamy lew@q strone rownosci tak, aby w liczniku i w mianowniku pojawily 

sie iloczyny: 

sina+sin2a _ sina+2sina-cosa _ sina(1+2cosa) _ 

1+cosa+cos2a_— 1+cosa+2cos?’a—-1 cosa(1+2cosa) 
tga 

Rownoé¢ jest prawdziwa wtedy, gdy cos a #0i1+ 2cos a ¥# 0, czyli wtedy, gdy 

at Z+knk eC, a+ E+ 2kn k eC a + + 2kn k €C 

Sprawdz, czy rozumiesz 

: Bt 71% 
: : ae b a 1. Oblicz: a) sin 5 )os{ 7) 

ctga-ctgB-1 moh pee _{x:x=kn,k ,toct + Pp)= 2. Wykaz, ze jeslia,B,a+B ¢ R—{x:x=kn,k € C}, to ctg (a + B) ctg a +ctg B 

3. Wykaz, ze snl 2 +a) +sin( 2 a] =cosa, gdziea € R. 
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Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych 

Zapiszmy cztery znane nam juz wZzory: 

(1) = sin(x+y)=sinx-cosy+cosx-siny 

(2) sin(x—y)=sinx-cosy—cosx-siny 

(3)  cos(x+y)=cosx-cosy—sinx-siny 

(4)  cos(x—y)=cosx-cosy+sinx-siny 

Dodajemy tozsamosci (1) i (2) stronami i otrzymujemy 

(*) sin(x+y) + sin(x—y) =2-sinx- cosy 

Jesli przyjmiemy, ze 

x+y=a 

x-y=f, 
to otrzymamy 

at a- pe zl 

Po dokonaniu odpowiednich podstawien w rownosci (*) otrzymujemy wzor 

sed eto a 
2 

co 
z 

Jesli natomiast tozsamosci (1) i (2) odejmiemy stronami i wykonamy te same pod- 

stawienia, to otrzymamy wzor 

sina-—sinf=2.- sjqaeaad ee 
7 2 

Postepujac podobnie w przypadku tozsamosci (3) i (4), uzyskamy dwa kolejne 

WZOTry. 

a+B- a-p 

2 
cos 

2 

a+ Bp a-Bp 

2 Z 

sina+sin$=2-sin 

cosa@+cos$=2-cos 

cos @—cosf=-2-sin - sin 

Otrzymane rezultaty zapiszemy w postaci twierdzenia. 

Twierdzenie 1. va 

Jeslia, B € R, to: 

a) sina+sinB=2-sin oF SR a 

p 
2 

b) singin Deen ee 
2 Ps 

9) cosa +cosh=2-cos =F . cos #—P 

d) cos «cos f=—2- sin 2=F sin SF 
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Powyzsze wzory byly stosowane przez dtugi czas do sprawnego wykonywania ob- 

liczen. Oprocz znajomosci wzoréw potrzebne byty tez tablice trygonometryczne. 

Zyjacy w X wieku arabski matematyk i astronom Abu-I-Wafa byt autorem tablic si- 

nusow co 15’ z doktadnoscia do osmiu cyfr po przecinku. Tablice funkcji trygono- 

metrycznych co 10’ z doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku znalazty sie 

w stynnym dziele De revolutionibus orbium coelestium. Mikotaj Kopernik sam 

sporzadzit tablice potrzebne do obliczen. Jego uczen, Retyk, matematyk i astronom 

niemiecki, najgoretszy zwolennik idei mistrza i inicjator publikacji traktatu, w tym 

oczywiscie tych tablic, pracowat pozniej nad kolejnymi tablicami, z wartosciami 

funkcji co 10’ z doktadnoscia do dziesieciu miejsc po przecinku. 

A oto jak wykorzystywano tablice trygonometryczne w rachunkach. 

Wzor (*) z poprzedniej strony zapiszmy w postaci 

sin x: cos y= s [sine +y)+sin(x-y)] 

Wykorzystamy go do pomnozenia liczb 76464,0276 i 8595303,72 

76464,0276 - 8595303,72 = 0,764640276 - 0,859530372 - 1017 = 

= sin 49°50’ - cos 30°40’ - 10" = = (sin 80°30’ + sin19°10') - 10 = 

(0,9862856015 + 0,3283171752) - 1017 = ; »1,3146027767.-107= 
NI] rR 

= 657301388350 

Wyrazenia podkreSlone odczytywano z tablic. Doktadny wynik mnozenia jest rowny 

657231540876,462672 

Sprawdz, ile czasu zajetoby Tobie wykonanie tego mnozenia sposobem pisemnym. 

W kolejnych przyktadach omowimy zastosowanie twierdzenia 1. 

Przyktad 1. 
Dee 

Zapiszemy w postaci iloczynu wyrazenia: 

a) J2-2-sina b) sina@+cosa. 

Ad a) Najpierw wytaczymy przed nawias liczbe 2, nastepnie ae zapiszemy jako 

sin, ana koniec zastosujemy wzor na rdznice sinuséw (twierdzenie 1b). 
4 

/2—2-sina -2/ 2 —sin) =2 sin-sinc |= 
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Ad b) Zapiszemy sin a za pomoca funkcji cosinus (korzystajac z odpowiedniego 

wzoru redukcyjnego), a nastepnie zastosujemy .wzor na sume cosinusOw 

(twierdzenie 1c). 
Tt Tt 
~-at+a oe 

Tt 
sing+cos = cos{ a | cosa =2-c0s re MSE aero mec 

=2-cos~ -cos hi ey COS tho jo fa =a cos Fa) 
Oczywiscie mozna tez byto zapisa¢ cos a za pomoca funkcji sinus i zastosowac¢ wzor 

na sume sinusow. 

Przvyktad 2. 

Wykazemy, ze jeslia+/h+y=1, to 

pb (*) cosa+cosfP+cosy=4 ‘sin -sin=-sint +1 

Bedziemy przeksztatca¢ sume: cos @ + cos § + cos y. Dodamy najpierw cos @ i cos § 

(twierdzenie 1c) i wykorzystamy zatozenie, przedstawiajac y jako x — (a +f). Dalej 

wykorzystamy wzor na cosinus kata podwojonego oraz wzor na rdznice cosinusOw 

(twierdzenie 1d). 

cosa +cos$+cosy=cosa+cos f+ cos|x—(a+)] = 

2)cos = eros cos(a@ + 6) = 

ae oe ae Dacog 
2 7) Z, 

lp pe tee Ejete reece +1= 
, 7! 2 

ig stad ~2-sin@-sin iu SEM = 
2 2 72 

Aenea ene Se ibd PS Roa yc = 
ZZ 7 7 nee, 2 2 

=4-sin&.sinE sind +4, co konczy dowod. 

W przeksztatceniach wykorzystalismy, opr6cz podanych twierdzen, nastepujace 
wzory redukcyjne: 

cos(m—x)=-cosx,xER 

sin(-x) =-sinx,x eR 

TT : 
cos( Fx |=sinx, x ER 

Wskaz miejsca, w ktorych korzystalismy z tych wzoréw! 



Sumy i rdgnice funkcji trygonometrycznych 

Przyktad Sf 

Wykazemy, ze 

basse + cosa tease Bed 
i 7 7 2 

Przeksztatcamy lewa strone réwnoSci. 

21 4n 6m 
a +=COS=—=—- CoS = = 

7 

Boose cos 2 tos 3m 4 — 
iz. ei 7 

(do dwoch pierwszych sktadnikoéw stosujemy 

wzor na sume cosinusow, do trzeciego sktad- 

nika —- wzor na cosinus kata podwojonego) 

(z dwoch pierwszych sktadnikow wytaczamy 

wspOlny czynnik) 

Tt 3m ; Sat 
= 2-cos —| cos— +cos— |-1 = stosujemy wzor na sume cosinusow) 7 M 

3 2m Tt eed an 
= 2 ew ES = THES Sk= (iloczyn mnozymy i dzielimy przez sin 7) 

7 7 / 
3n 21 Te . 

2-cos — -2cos — -cos—-sin 

= 7 z 7 Z iis (stosujemy wzor na sinus kata podwojonego) 

sin — 

3m 5 Oper 4 
2-cos— -cos sin 

a if i If 6 lice (jeszcze raz stosujemy wzor na sinus kata 

= — ae podwojonego) 
sn= 

ri 
3 4m 

cos — -sin — “ 
= T. (ia = (stosujemy w liczniku wzor redukcyjny 

2. = sin(— x) =sin x) 
Slit 

3n 3m 
cos 7 “sin Ca (mnozymy licznik i mianownik utamka przez 2 

) i stosujemy w liczniku wzor na sinus kata 

sin= podwojonego) 

a Tt 
sin &* sin( nF] sin — 1 1 

= 7 —1= ihe = b= ; co konczy dowdd. 
P = i Ib 

2-sin— 2-sin— 2-sin - 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

. 1+cos2a if 
1. Wykaz, ze —————_ = 

‘ 1-—cos2a tga 

2. Zapisz w postaci iloczynu: 

a) 3 —2cosa 

. Podaj konieczne zatozenia. 

b) V2 +2sina 

439 
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Rownania trygonometryczne 

Teraz zajmiemy sie rownaniami trygonometrycznymi 0 wiekszym stopniu trudnosci. 

Przyktad ié 

Rozwiazemy rownanie 2sin [x £) = 1, 

Dziedzina rownania jest zbidr R. Podzielimy obie strony r6wnania przez 2. Zatem: 

sin Oy ee 
4 2 

Rownanie rozwiazemy przez podstawienie. Argument funkcji sinus oznaczamy 

przez a, czylia@ = 3x—- 7 Rownanie sin @ = A ma dwie serie rozwiqzan: 

a= F+2kn, ke € Vv a=2n+2kn, keC 

Wobec tego: 

oe Soin re C Vv aye ieee 
4 6 4 6 

By Ii eG Vv PI Gee R Ree 
4 6 4 6 

Sree] oy aed s Vv Ses eee 
iis 2 

ne ane ye V ean Hae eee 
36 3 36 3 

Rozwiazaniami rownania 2sin 3x — - }- 1 sa liczby majace postac: an + tee keC 

oraz = + a keC. 
36 3 

Przyktad 2. 
RS  } 

Rozwiazemy réwnanie 3cos*x + 2sin*(x + x) = 2,5 w przedziale (0, 27). 

Najpierw doprowadzimy réwnanie do prostszej postaci: skorzystamy ze wzoru 
redukcyjnego 

sin(z + x) =-sin x, 

a nastepnie z ,,jedynki trygonometrycznej”. Mamy: 

3cos*x + 2[sin(x +x)]?=2,5 

3cos*x + 2(—sin x)?= 2,5 

3cos*x + 2sin?x=2;5 

cos’x + 2(cos2x + sin?x) = 2,5 

COS 22,0 

cos*x=0,5 
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Obie strony otrzymanego réwnania sa nieujemne, stad: 

2 1 
4{COS°X = (a 

2 

Ale dla dowolnego a € R: Va? =|a|, zatem: 

|cos x| = v2 
2 

Naszkicujemy teraz wykres funkcji y = |cos x| w przedziale (0, 2m) i wyznaczymy te 

argumenty, dla ktorych wartos¢ funkcji jest rowna ae 

AY (2 
1 y=(eosx| —y= 

v2 | 

7 t x t e 3 7 oe Xx 4 Paar! Dap 

at is 

Rozwigqzania rownania to liczby: as 2 TL, 2 ic i Tt. 
44 4 4 

Przyktad 3. 

Rozwiazemy rownanie ctgx-sinx+cosx=2. 

Okreslamy dziedzine rownania: 

D={x:x Ee Rax¢kr,k eC} 

ae Otrzymujemy: 
x 

Skorzystamy z zaleznosci ctg x = 

COSX 

sinx 

DECOSX— 2 

-sinx+cosx=2 

cosx=1 

x=Zkn, ke C 

Zauwazmy, ze zadna liczba majaca posta¢ 2kn, k € C nie nalezy do dziedziny row- 

nania. Rownanie nie ma rozwigzan, czyli jest sprzeczne. 

Przyktad 4. 

1—cos 8x _ 
Wyznaczymy rozwigzania rownania ————— = 

! 4 1+ tgx 

Aby wyznaczyé dziedzine tego rownania, musimy uwzgledni¢ dwa warunki: 
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1. tgx ma by¢ okreslony, czyli x # 5 tkrkeC 

\ eis. 

2. mianownik utamka po lewej stronie znaku rownoSsci powinien byé¢ rozny od 

TAN WANS 

1 +tgx +0, caylitgx#—1. Stad x# 5" + kn, ke G 

Tak wige D= x: x GR #5 tknax 4 tke k ec}. 

Przyrownujemy licznik utamka do zera: 

1—cos 8x=0 

Sposrod liczb majacych postac = k € C,nalezy wykluczyé¢ te, ktore nie naleza do 

dziedziny rownania. Latwo jest to zrobi¢ na osi liczbowej. 

Kolorem czerwonym zaznaczone sa rozwigqzania rownania (liczby majace posta¢ 

=. k € C,ktore naleza do dziedziny). 

Rozwiqzaniami r6wnania sq liczby majace postac: kn, k € C oraz a +kn,k eC. 

Przyktad 5. 

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru p (p € R), dla ktorych rownanie 

oss -B Jeans Zp+3)=0 

w przedziale (—n, m) ma cztery rézne rozwiazania, wsrod ktorych trzy sa ujemne. 

Skorzystamy z wtasnosci iloczynu i zapiszemy dane ro6wnanie w postaci alternaty- 
wy dwoch rownan: 

cosx—23 =0 v sinx—2p+3=0, 

skad 

B 
CS Pre Vv sinx=2p-3 
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3 W przedziale (—1, m) rownanie cos x = <e ma, niezaleznie od wartosci parametru p, 

dwa rozwiazania: 

— oraz = (sprawdz!). 
6 6 

Aby rownanie wyjsciowe miato cztery rézne rozwiazania, wsrod ktérych trzy roz- 

wiazania sq ujemne, rownanie sin x= 2p—3 powinno mieé dwa rozwiazania ujemne, 
ae Tt 

rozne od a 

Do analizy tej sytuacji postuzymy sie wykresem funkcji y = sin x, x € (-1, 7). 

<V 

+4 y=k ke (-1,0) 

Rownanie sin x =k, gdzie k = 2p — 3, ma dwa rozwiazania ujemne i rézne od a 

wtedy, gdyk € (-1,0)ik# >. Zatem: 

Hi 2p-3 <0 A 2p-34 = Stad: 

3 sh ee 
<p = 71], czyli p<5 Apel, czy 

eet jeri 1 
4 422 

Rownanie cos ae (sin x — 2p + 3) = 0 ma cztery rozne rozwigzania, wsr6d 

kt6rych trzy sq ujemne wtedy, gdy p € i, 1 sl U c 7 1 5 

Przyktad 6. 
eee 

Rozwiazemy rownanie sin*x — 2cosx+2=0,xER. 

Dziedzina rownania jest zbior liczb rzeczywistych. Przeksztatcamy lewa strone 

rownania tak, aby zalezata tylko od cos x. Z ,jedynki trygonometrycznej” otrzymu- 

jemy sin?x = 1 — cos’x, wiec 

1 —cos?x — 2cosx+2=0 

=cos*x — Zcosx + 3=0 
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Podstawiamy pomocnicza niewiadoma t, t = cos x i otrzymujemy rownanie kwa- 

dratowe. \ 

—t?-2t+3=0 

A=16 VA=4 
etl Way i 

Zatem 

cosx=1 v cosx=-3 (réwnanie sprzeczne) 

Rack ee, C 

Rozwiazaniem rownania sq liczby majace posta¢ 2kn, k € C. 

Przyktad 7. 

Rozwiazemy rownanie AP) sin x + cos x=—1,x ER. 

Dzielimy rownanie stronami przez 2. 

Ae 1 es 
ip elie eae == 

7 

. : Tt 43 Tee Cae ee: 
Zauwazmy, Ze COS— = isin— ==, wiec 

6 Oj 2 

Tee Aree —1 : ‘ ; 
JOS -sinx +sin—-cosx = ai (stosujemy wzor na sinus sumy) 

sin| x += Seu skad 
6 2 

Ce OD reel Vv en ee 
65 <6 6.6 

x= + 2k k e€ Vv Ret +2kht, he] 

Rozwiazaniem rownania sa liczby majace posta¢ ~ +2kn,k €C oraz n+2kr,k eC. 

Przyktad 8. 

a ; oe 6 
Rozwiazemy rownanie sin x + cos X= a5) XER. 

Réwnanie to mozemy podzieli¢ stronami przez V2 i postepowac podobnie jak 

w przyktadzie 7. Mozemy tez postapi¢ inaczej. 

Zapisujemy cos x jako sin oa x |i stosujemy wzor na sume sinusow. 

V6 
sinx +sin eels: Se 

E ) 2 
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SCOS 

+2knkeC v x—p=+2km k e€ 

ea EC x ek ec 
i2 12 

Rozwiazaniem rownania sq liczby majace posta¢ 2s + 2kn, k €C oraz 

™ .2knk €C. 
12 

Przyktad 9. 

Ant : SX xX 
Rozwiazemy rownanie a o aoe xeER. 

- ai s ¢ eX x 
Lewa strona rownania jest,,fragmentem” wzoru sinx = 2- cs ee Mamy zatem 

Sh ross = fo2 
2 Zam 

Xx ere a 
2-sin—-cos— = — 

Z PR ge 

it 
sinx =— 

Z 

+2kn,k €C Vv x= 22 4 2kn, k eC 

Rozwiagzania rownania majq posta¢é - + 2kn,k €C oraz = +2kn,k €C. 

Przyktad 10. 
RES 

we E ae 1 
Rozwiazemy roéwnanie sin*x — cos*x = 2 xe R; 

Stosujemy najpierw wzor skréconego mnozenia na réznice kwadratow. 

: il 
sin*x — cos*x = 5 
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(sin2x)” ~ (cos?x)” - : 

(sin2x + cos*x) (sin?x — cos?x) = : 

Pierwszy czynnik po lewej stronie rownania jest rowny 1 (,,jedynka trygonome- 

tryczna’”), stad 

sin?x — cos*x = : /-(€1) 

cos’x — sin?x = > (stosujemy wzor na cosinus kata podwojonego) 

cos 2x= ak 
Ys 

ata 21 
ZX felis e Vv BER AGNES 

X=—+kn,keC v x= Stknke de 
3 

ee ; —T 
Rozwigqzania rownania majq postac +kn,k € C oraz os +knkeC. 

Przyktad 11. 

Zbadamy liczbe rozwiazan rownania 

(*) 2sin2x — 3sin x =m, gdzie x € (-m, m1) 

w zaleznosci od wartosci parametru m,me R. 

Dziedzing rownania jest przedziat (—n, 1). Liczba rozwiazan rownania (*) jest rowna 

liczbie punkt6w wspolnych wykresow funkcji 

y = 2sin’x — 3sin x, gdzie x € (-n, m) oraz y=™m. 

Naszkicowanie wykresu funkcji y = 2sin2x — 3sin x, x € (1, 2), jest zadaniem dos¢ 

trudnym. Mozemy je zamieni¢ na znacznie tatwiejsze, dokonujac podstawienia 

t=sin x 

Zauwazmy, ze jesli x € (—1, m), to sinus x przyjmuje wszystkie wartoSci z przedziatu 

(-1, 1), czyli 

t e (-1, 1) 

Otrzymujemy zatem funkcje 

y=2¢ —3t, gdziet <¢ C1,.1). 

W przedziale (—x, m) funkcja sinus jest r6znowartosciowa, zatem kazdej wartoSci 

sin x (czyli rowniez kazdej wartoSsci t z przedziatu (1, 1)) odpowiada tylko jedna 

wartos¢ x z przedziatu (—n, 2). Zatem liczba rozwiazan r6wnania 

2sin2x — 3sin x =m, x € (1, 7) 

bedzie rdwna liczbie punktéw wspdolnych wykresOw 

y =2t* — 3t, gdzie t € (1,1) orazy=m. 
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Szkicujemy wykresy funkcji y = 2t? — 3t, gdzie t € (-1, 1) oraz y =m w jednym ukta- 
dzie wspotrzednych 

i Wierzchotek paraboli, kt6rej czescia 
6 'y=m (m>5) __ jest wykres funkcji 

Ye2t ast tie ial, )) 

;y=m(m=5) ina wspolrzedne 
‘ a) 

| eaten (=. =a 

: Ponadto do wykresu tej funkcji naleza 

punkty o wspotrzednych 

(—1, 5) oraz (1, —-1). 

eon 
Korzystajac z wykresow, mozemy stwierdzi¢, ze rownanie 2sin’x— 3sin x=, gdzie 

xX € (4, 7): 

— nie ma rozwigzan wtedy, gdy m € [= Z| U(5, +00) 

— ma 1 rozwigzanie wtedy, gdy m € ca cr (=155) 

\ — ma 2 rozwiazania wtedy, gdy m € 2. a 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rozwigz rownania: 

a) SReos{ 2 +E) a1 b) cos'( Fx) +2cos’x=1 

c) tg?x—tg’x =0 d) ctg*x-2ctgx+1=0 

2. Rozwiaz rownania: 

a) 4cos*x-— 8sinx+1=0 b)i260s x = ste x 

c) sin 2x = (sin x—cos x)? d) cos 2x+ cos x=0 
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Nierownosci trygonometryczne 

Przyktad 1. 

-3 
Rozwiazemy nierOwnoSé sin x > oe 

a) w przedziale (—1, 27) b) w zbiorze R. 

Rozwigza¢é nierOwnoSs¢ sin x > eae to wyznaczyC (0 ile istnieje) zbior tych wszyst- 

kich argumentow, dla ktorych funkcja y= sin x przyjmuje wartoSci wieksze od ae 

Ada) Szkicujemy wykres funkcji y= sin x w przedziale (—1, 27) oraz wykres funkcji 

ek 

Z wykresu odczytujemy zbiér rozwigzan nier6wnosci (zaznaczony kolorem czer- 

Rae gt Os. Avie s —/3 
wonym). Zbiorem rozwigzan nierOwnoSci sin x > ae gdzie x € (-m, 2m) jest suma 

przedziat6w 

Ad b) Tym razem rozpatrujemy funkcje y = sin x w catej dziedzinie, czyli w zbiorze R. 

AY 

i y=sinx 
5 
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Zbiorem rozwiazan nieréwnoSci sin x > ee, edzie x € R, jest suma przedziatow 

majacych postac: 

[—E +2 4 n+2kn)k eC 
2 3 

Przyktad 2. 
= 

t ,gdziex ER. 5 g Wyznaczymy zbidr rozwiazan nierOwnoSsci cos [2x - 2 = 

I sposob 

Naszkicujemy wykres funkcji y= cos [2x = Z| ina jego podstawie odczytamy, dla ja- 

kich argumentow funkcja y = cos [2x = Z| przyjmuje wartosci wieksze lub rowne * 

Przeksztatcamy wzor funkcji do postaci 

COs 7, oe y=oos2{ xf) 
Wykres funkcji powstaje w i przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji 

Die y=cos 2x0 wektor u = A 

ra 

: : ; ae igs Poe TT pled 
Z wykresu odczytujemy, ze zbiorem rozwiqgzan nierownosci cos| 2x - z| = 5 jest 

suma przedziatow majacych posta¢é (kn, : + kx), kel. 

I] sposéb 

Wykonujemy podstawienie: a = 2x — >» gdzie a € R. Najpierw rozwiazujemy gra- 

ficznie nierOwnosc 

il 
ORIG S te 

449 
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Zbiorem rozwiazan nieréwnosci cos a > —, a € R, jest suma przedziat6w majacych 
N|lrR 

posta¢c 

=" 4 2kn, = 4+2kn ee 
3 5 

Zatem @ spetnia warunek: 

| t2kn<a< 3 t 2kn, gdzie k < G 

Wobec tego: 

LE a Ye oe Ge eal 
3 3 

2kn < 2x < Sn + 2k fe 

czyli 

xe (kx +k), keC 

. : Sean: ae Tt 1 : Tae 
Zbiorem rozwiqzan nierOwnosci cos{ 2 — z| S > x € R, jest suma przedziatow 

majacych postac (kx : + kx), keC. 

Przyktad 3. 
SR —— ~~} 

Rozwiazemy nierOwnos¢ cos x + cos*x + cos°x + cos*x + cos°x +... > 1. 

Lewa strona nier6wnosci jest szeregiem geometrycznym. Mamy 

a; = Cos x 

q=cosx 

Aby szereg geometryczny byt zbiezny, musi by¢ spetniony warunek 

la}<1 
Mamy zatem 

lcosx(<1 <> =L<tosx=ad <x R- bX a=re 
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Okreslilismy dziedzine nieréwnoSci. 

D=R-—{x:x=kn,k € GO} 

Mozemy teraz zastosowa¢ wzor na sume S szeregu geometrycznego. 

$= 
1—q 

Mamy 

et /-(1-cos x) (zauwaz, ze A. 1-—cosx>0) 
Coss xeD 

cos X > 1-cosx 

W COS X 

Po uwzglednieniu dziedziny stwierdzamy, ze zbiorem rozwigzan nierOwnosci jest 

suma zbioroéw majacych posta¢é (F + 2kn, 2k U 2h ; + 2k}, ke. 

SprawdzZ, czy rozumiesz 

1. Rozwiaz nieréwnosci: 

™ 
a) sin| 3 -2| =— 

4 

b) |cos x] < > gdzie x € (-2n, 2m) 

c) tgx-—ctgx>0 

d) sin x{coss - 5) > 0, gdzie x € (0, 27). 

2. Rozwiaz nierédwnosc: 

sin2x + sin*x + sin®x + sin®’x +... >1 
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proporcjonalnos¢ odwrotna 320 

prostokat 167 

przekatna wielokata 156 

radian 394 

ramiona paraboli 72 

romb 167 

rozwiazanie rownania 32 

rownanie dwukwadratowe 108 

rownanie kwadratowe 102 

rownanie pierwiastkowe 110 

rownanie pierwszego stopnia z 

dwiema niewiadomymi 44 

rownanie pierwszego stopnia 32 

réwnanie wielomianowe stopnia n 132 

rownanie wymierne 300 

rownolegtobok 156 

réznica ciagu arytmetycznego 347 

schemat Hornera 236 

skala podobienstwa 184 

suma czesciowa szeregu 390 

szereg liczbowy 390 

trapez 156 

trapezoid 156 



tréjmian kwadratowy 217 

uktad Cramera 52 

uktad rownan pierwszego stopnia 46 

uktad nier6wnosci pierwszego 
stopnia 62 

utamek algebraiczny 280 

wielomian nierozktadalny 252 

wielomian rozktadalny 252 

wielomian stopnia n 216 

wielomian stopnia zero 216 

wielomian zerowy 216 

wierzchotek paraboli 71 

wspotczynnik jednomianu 216 

wspotczynnik proporcjonalnosci 

odwrotnej 320 

wspotczynnik proporcjonalnosci 

prostej 8 

wspotczynniki wielomianu 216 

wykres funkcji kwadratowej 

(parabola) 71 

wykres rownania pierwszego stopnia 

z dwiema niewiadomymi 44 

wykres nierOwnoSsci pierwszego 

stopnia z dwiema niewiadomymi 60 

wyrazy ciagu 340 

wyrazy wielomianu 217 

wyroznik funkcji kwadratowej 80 

wysokos¢ rownolegtoboku 166 

wysokoSs¢ trapezu 158 

wyznacznik macierzy 49 

wzory Cramera 52 

wzory Viete’a 130 

wzor funkcji kwadratowej w postaci 

iloczynowej 85 

wzor funkcji kwadratowej w postaci 

kanonicznej 75 

wzor funkcji kwadratowej w postaci 

ogolnej 70 

wzor rekurencyjny 342 

ztoty prostokat 188 
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Odpowiedzi do zadan 

1. Funkcja liniowa 

Proporcjonalnosé prosta 

1 y=3x%,a=3 

2. f(a) =2a, gdziea > 0 

Funkcja liniowa. Wykres funkcji liniowej 

4. a)m=-5  b) me (-3, +=) 

Miejsce zerowe funkcji liniowej. Wtasnosci funkcji liniowej 

1. a) Xo =—2; f(x) > 0, jeslix € (-2, +00); f(x) < 0, jesli x € (—co, —2) 

b) Xo = 25; f(x) > 0, jeslix © (co, 25); f(x) < 0, jeslix € (25, +00) 

2. f(x) =0,8x— 4 

3. Dr=R, ZWe= R, Xo = 10, f(x) > 0, jeSli x € (—co, 10); f(x) < 0, jeslix € (10, +00), fjest 

malejaca, f jest roznowartosciowa, nie przyjmuje wartosci najwiekszej ani wartosci 

najmniejsze}j 

4. -a)C1,+0)—~ 5) [—, 3) 

5. a)m=10 b) m € (-5, +00) c) m=-5, wowczas f(x) =15 

6. a)me (-1, +0) b) me (—-, 1) 

Znaczenie wspoiczynnikow we wzorze funkcji liniowej 

1. a)45° b)120° cc) 150° 

2. a)42°  e) 152°  £) 104° 

=i aly=5x+5 b)y==Vox—1 €) yao? 

4, a) y=5x+1 b) y=-ax +14 )y=—2 x +l lub y= Sx -27 

5. 84° 

Rownolegtos¢ i prostopadios¢ wykresow funkcji liniowych o wspoétczynni- 
kach kierunkowych roznych od zera 

1. y=4x4+41 

Z. y=xXtrZ 

3. a)m=-2 b) m=13 
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Zastosowanie wiadomosci 0 funkcji liniowej w zadaniach z zycia codziennego 

1. a)F=1,8C+32 b)15°C —c) 97,88°F 
2. a) h(x) = 26x + 8; f(x) = 20,8x + 96 b) co najmniej 17 

Rownanie liniowe i nierownoS¢é liniowa z jedna niewiadoma 

1. a) rownanie ma jedno rozwiazanie, x = m — 1, jeslim € R — {1}; rozwiazaniem 

rownania jest kazda liczba rzeczywista, jeslim=—-1 

; ; : ; MD 7 ; eae b) rownanie ma jedno rozwiazanie, x = , jeslim © R—{5}; rownanie nie ma 
—m 

rozwiazan, jeslim=5 

2. a)m=2 b) m=-3 

3. ajm=3 b) m € (6, +20) 

Rownania i nierownosci z wartoscia bezwzgledna 

1. x=-l 

2. a)x e€ (1,+0) b) x € (—<0, —2) U (8, +00) 

3. See oe b)x=So ners 
2 2 3 

4. a)xe (3,4) b) xe (0, -3) U (5, +0) 

Rownanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

L. a(x, -3x + t)xe R r(x, 3x | xe Ri Mey tay eRe d) GTeeR 

3. a)m=2 b) m=-1 

Uktady rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi 

ty, 1) 

Zatest) 

3. (2,0) 

4. a) nieoznaczony; wszystkie pary liczb majace posta¢ (x, 7—x),x ER 

b) sprzeczny c) oznaczony; (2, 1) 

| _ 124 52 

| aay ieee 

ee: ip) 

Uktady rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi z parametrem 

Laon 3 =n } 
1. a) jeslim € R— {6}, to uktad r6wnan ma jedno rozwigzanie | i eer 

jesli m = 6, to uktad réwnan jest sprzeczny 

b) jesli m =—1, to rozwiazaniem uktadu rownan jest kazda para liczb majaca postac¢ 

(x, x + 2), gdzie x € R; jeslim © R~— {-1}, to uktad réwnan jest sprzeczny 
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Zastosowanie uktadow rownanh liniowych do rozwiazywania zadan tekstowych 

1. 140; 445 C 
2. APTS 

3. 12%, 14% 

4. 1200 km 

Zastosowanie uktadéw nieréwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiado- 

mymi do rozwiazywania zadan 

1. a) najwieksza wartosé funkcji f: 102, najmniejsza wartosé funkcji f: 2 

b) najwieksza wartosé¢ funkcji f: 60, najmniejsza wartos¢ funkcji f: 4 

2. Funkcja kwadratowa 

Wiasnosci funkcji kwadratowej y = ax? 

2. b)=2 18/24 —37)2 

W2zor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej 

1. a)y=6x*+2 b)y=6(x+4)?  c)y=6(x-5)?-4 d)y=6(x+10)?+100 

2. a) ZWrp=(—~,-3)  b) f(-5) =-3, f-4) =-5 

3. a) W(10, 12) b)x=10 

c) funkcja jest malejaca w przedziale (—~, 10), rosnaca w przedziale (10, +00) 

d) dla argumentu 10 funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza, rowng 12 

4, y= o(x+ 1)2433 

5. y=—4(x—5)? 

Zwiazek miedzy wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogélInej a wzorem 

funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej 

1. y=-(x+4)*+5 

2. a=-2,b 6,c=8 

3. a) W(6, -15), (0, 21) 

4. y=-x*+6x—-5 

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Wzo6r funkcji kwadratowej w postaci 
iloczynowej 

L a)y=-3x+2)-1) B)y=—+1HK-9 y= F—x+3)r-6) 
2. a) tak, y=4(x—0,5)(x+0,5) b) nie; c) tak, y=—3(x + 1)(x- 3) 

1 1 1 (Oe 1 
Oey == (xe Bix 3) Soy Daye. == =|) aly = y at ve ) y es 5x y at +25) bes 
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Szkicowanie wykreséw funkcji kwadratowych. Odczytywanie wtasnosci 
funkcji kwadratowej na podstawie wykresu 

1. a)D=R, zWa(-45 ,t+ | miejsca zerowe: —4 oraz 2; frosnaca w przedziale (1, +00), 

fmalejaca w przedziale (—c0, —1) 

2. a) wykresy sa symetryczne wzgledem osi OY 

oe ied -3 x2 2x -1 

Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale 
domknietym 

1. a) najmniejsza wartos¢: —8; najwieksza wartos¢: 10 

b) najmniejsza wartos¢: 10 najwieksza wartoSs¢é: 330 

2. a) najmniejsza wartosc: “105; najwieksza wartosc¢: —10 

b) najmniejsza wartos¢: —60; najwieksza wartos¢: —12 

Badanie trojmianu kwadratowego - zadania optymalizacyjne 

ey ea 

2. S(t) =-t?+9,8t+ 2, gdzie t < (0,10); pitka spadta po 10s 

3. 6cm, 3V5 cm, 3V5 cm 

4. o godz. 14° ok. 35,7 km 

Rownania kwadratowe 

1. a)—9;9 b) rownanie sprzeczne c) rownanie sprzeczne d) 0; -16 

2. a)8 b) -5 ean” a) 26s 

3. a) rownanie sprzeczne b) —1; 3 c) 0,5 d) 7 

ae See De 
2 2 

4. a) x=3- v3, x=3+43 b) x=- 

Berape 1, Xo b)x=-3,x=1 

Roéwnania prowadzace do rownan kwadratowych 

1. a)xe {1,1}, b)xe {oto AER 10}, c) rownanie sprzeczne, 

d) rownanie sprzeczne, e) x € {-2, 0, 2}, f) x e {-3, 3} 

3. a)x=8, b)xe{—-5, Ate of eh 

NierOwnoSci kwadratowe 

fay R= 0) wb) (2272)° ic) (—2, 3) OX3,4+00) = dd) <1, 1) 

2. a) (—o0, -5) U (0, +00) b) (0, 2) c) niero6wnos¢ sprzeczna d)R 
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Rownania i nieréwnosci, w ktérych niewiadoma wystepuje pod znakiem pier- 

wiastka kwadratowego \ 

(sal lOe able 

2. a) (9, +0), b) nier6wnos¢ sprzeczna 

Zadania prowadzace do rownan i nierownosci kwadratowych 

1. 05% 

2. conajmniej 16 osdb 

3. conajmniej 7 osob, 18 meczy 

4. Dtugosci bok6éw: 4, 5, 6; pole trdjkata: 
15/7 

4 

Wzory Viete’a 

1. a) miejsca zerowe sq r6znych znak6w 

b) miejsca zerowe sq liczbami ujemnymi 

c) miejsca zerowe sq liczbami dodatnimi 

2. a)-3,1; b) —10, —5; c) 3,8 

SF 82 
3 

Rownania i nier6wnoSsci kwadratowe z parametrem 

1. réwnanie nie ma rozwigzan, gdy m € (2, -1) VU (1, +00); 

rownanie ma jedno rozwiazanie, gdy m «€ {-1, 0, 1}; 

rownanie ma dwa rézne rozwiazania, gdy m € (—1, 0) U (0, 1) 

0 dla me (-, —1) U (1, +0) 

g(m)=<51 dla me {1,0, 1} 

2 dla me(-1,0)U(0, 1) 

g(m) 

2. me (-3,0) U(0, 1) 

3. me (4, +00) 

4. m=4; wartos¢ najmniejsza to —16 
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Wykres funkcji kwadratowej z wartoscia bezwzgledna 

1. a) : b) c) 
4 f(x) =x|x-1] f(x) = |x+ 3]x— 2x i 

3 64 3 
2 2 
1 1 

fs) =x -|x -4| 

-2-1 {9123 4% fe)=1-|x2—1| 

f(Q) = |x’ — 2x—-3| 

ixj=x-—4 1x) —5 

Rownania i nierownosci kwadratowe z wartoSscia bezwzgledna 

1. a)xe i 5,=43,..13, V5}: b) x € {2, 3}; c) rownanie sprzeczne 

Deal eal? 413, 1) (324413); b)xet2,2); cre R=-£1,0,1} 

=| beak b) x € {0, 2} 

4. a)xe (1,2); b) x € (—%, 1) U(5, +00) 

ae 

Rownania kwadratowe z wartoSscia bezwzgledna i parametrem 

1. r6wnanie nie ma rozwigqzan dlam € (0, =) U (ia) +0), ma dwa rozwigzania dla 

me (co 2) U tae, V3}, ma trzy rozwigzania dlam € {eN5, Pp ma cztery roz- 

wigzania dlam € (-V3, Es) U (Ayo. V3) 

2.me [2., +20) 

3. réwnanie ma jedno rozwiazanie dla m € (—», 0), ma dwa rozwigzania dla m € {0, 1}, 

ma trzy rozwigzania, gdy m € (0, 1) U (1, +) 

4. me (-3,2V2) 
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3. Geometria ptaska - czworokaty 

Podziat czworokatow. Trapezoidy 

ta) 25.5. 80 Ob ALO aD) 3Un, OU aL ZUrgL 0: 

2. 115 cmales coni11,5cm17,5 cm lube16 cm 16 em: 20 em: 10cm 

3, 80,70, 400° 110°; Me 

4, a)15cm,15cm,20cm,20cm ib) 25cm 

Trapezy 

1. Katy sq takie same, ale wystepuja w innej kolejnosci 

a)4cm____b) 60° 

32, oem 

4. b)10cm,15cm 

2S 

Rownolegtoboki 

1. a)25cm  b)20cm  c)10V13cm 

2. 46cm 

Okrag opisany na czworokacie 

1. |<A| = 70°, |<B] =35°, |<{C] =1102, j{D| = 145° 
Zoo Cnt 

3 2./2 cm 

4. 24cm, 10 cm, J338 cm, /338 cm 

By 2 em 

Okrag wpisany w czworokat 

1. 1dm 

Dae? 

Podobienstwo. Figury podobne 

1 v2 1 = b) — a) 5 ) 5 e) iss 

Podobienstwo czworokatow 

1, a) 5 b) |AK} : |KB]=1:3 
3. nie 
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4. Geometria plaska - pole czworokata 

Pole prostokata. Pole kwadratu 

1. a) 4 dm? b)4dm 

2. 5cm? 

3. 9:8 

4. 196 cm? 

Pole rownolegtoboku. Pole rombu 

1. |AK]:|KM|:|MB|=2:3:5 
2. b) 20 cm? 

3. a) 48cm b) 45/5 cm?; 3/5 cm; 5/5 cm 

4. a)24cm’, 20cm ib) 4,8 cm 

Pole trapezu 

ies0 cm 

A WN Weren, Sivas aa) 

Pole czworokata - zadania r6zne 

tS on 

23550" 

3. 24cm? 

Pola figur podobnych 

1. k=2 
2 

019% 

0 32,25% 

a) |ABJ=18cm, |DC|=8cm b) h=10cm 

a)2/5__—i+bd 88/5 cm SoS er aS 

Mapa. Skala mapy 

1. 2cmnamapie; 10 km wrzeczywistosci 

7 (alten IPA (O50 

3. a) 150 kam? b) 0,58% 

461 
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5. Wielomiany 

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej 

1. a) jednomian stopnia dziewietnastego 

b) jednomian stopnia dwudziestego siddmego 

2. a)st.W(x)=6  b)st.W(x) =4 

3. W(-2)=21, W(-1)=2, W(0)=-1, W(1)=6, W(5)=14 

4. b)-1 

5. jeslim=3, to st.W(x)=2; jeslim=-1, to st.W(x) =3; jeslim € R—{-1, 3}, tost.W(x)=5 

G @se-5, OSs 

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow 

1. a) W(x) +P(x) = 3x°-4x3- 2 

W(x) — P(x) = 3x°- 4x? + 12 

W(x) « P(x) =-21x° + 28x3— 35 

b) W(x) + P(x) ==x?=- x? -— 4x 

W(x) — P(x) =—x*— 3x3 + 4x 

W(x) - P(x) =—x7 — 2x®+ 4x° + 8x4 

2. a) Q(x) = 2x’ + 2x°+ 4x*+ 6x3 +4 

b) Q(x) = 2x°— 2x°— 3x44 3x3—10x7+ 15 

c) Q(x) = 3x®—x°+ 16x? + x?2+ 16 

d) Q(x) = 2x?-—4x-2 

3. a) W(x) - P(x) = 5x? — 30x? + 3x7 + 22x°— 2x°— x*— 12x? = 33x*+ 12x +12 

b) W(x) - P(x) ==—3x® = 2x7 — x°+15x° x 2x3 + x7= 15x44 

Rownos¢é wielomianow 

1. a) nie sq r6wne b) sa rowne 

2. a) nie istnieje b) a=-2 

So) a) a=2,)=4 b) nie istnieja 

Podzielnos¢ wielomianow 

1. np.x-—2,x+2, 2x-1,x+3 

2. a) np. W(x) =(3x+1)-x° 

4, P(x) =—-2x*+1 

S. G=2,0=6 

Dzielenie wielomianow. Dzielenie wielomian6éw z reszta 

1. a) Q(x) =—2x*+3x41 =) O(x) =x2-1 

2. a) Q(x) = 2x*- 3x+ 1, R(x) =4 b) Q(x) =-2x3 + 4x + 2, R(x) = 20x + 10 

Sas 

Ab (k= (6), Joy= 5 
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Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy za pomoca schematu Hornera 

1. a) Woraz Q(x) = 2x°— 5x? + 10x=—1 

b) iloraz Q(x) =—3x? — 6x?— 10x -— 20 

c) iloraz Q(x) =—5x*+ 14x — 22, reszta R(x) = 37 

d) iloraz Q(x) =-x*—x3+x?+x+5, reszta R(x) =11 

Pierwiastek wielomianu 

eo 172,.4/5 

2. a)—3 oraz1 b) 5 c)-2,-1,1,2 

d) wielomian nie ma wymiernych pierwiastk6w 

Twierdzenie Bezouta 

1. a) nie b)tak = c)nie d) nie 

fake 2 

3. —4o0raz 1 

eae eb) Sie 
3 2 

5. a=-2,b=-—5, trzeci pierwiastek: —2 

6. a=17,b=-8,-2 

Pierwiastek wielokrotny 

1. —3 —pierwiastek czterokrotny; —9, 9 — pierwiastki jednokrotne 

2. pierwiastek dwukrotny 

4. Jeslim € (—2, 2), to wielomian ma jeden pierwiastek jednokrotny; 

jesli m = —2, to wielomian ma jeden pierwiastek dwukrotny i jeden pierwiastek 

jednokrotny; 

jesli m = 2, to wielomian ma jeden pierwiastek trzykrotny; 

jeslim © (-<0,—2) U (2, +s), to wielomian ma trzy pierwiastki jednokrotne 

Rozktadanie wielomianow na czynniki 

1. a) W(x) = (V2x—3)(V2x+ 3) (2x? +9) 

b) W(x) = (x— 2) (x? + 2x + 4) 

c) W(x) = (5x + 1)(25x?- 5x +1) 

d) W(x) = 02 +1) (x2- V3x+ 1) (23 x41) 

2, a) W(x) = 2(x + 1)(x=2)(x+ Z) 

b) W(x) = (2x + 3)(x-2)(x+ 2) 

c) W(x) =(x+ D(X2-x+7) 

d) Wed= (6-0/4 z | 55) +> atte icass 

ee 

463 
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3. a) W(x) =(x+1)(2x- 3) (x- 2) 

b) W(x) = (x+ 1)?(3 -x) \ 

c) W(x) = (x4 1)(x + 2)(2x? + 3) 
d) W(x) =(x+1)?(x + 2)? 

4. W(x) =3(x2- 2x + 2) (x2+ 2x +2) 

Rownania wielomianowe 

Deaoel 15 by Ovo 432 oc) 0) 5 d)=1,/1 

Zeal ate 28. a Dl ac) 21 oe et 

SS! SOS, PO = 1 i ts} 

Zadania prowadzace do rownan wielomianowych 

1. —6,—4, -2 

2. —7i-3 oraz 3i7 

3. aja=0 b) 0 

Réwnania wielomianowe z parametrem 

tT keqo 2s 2N3. 4) 

m € (1, +0) 

p € (0, 1) U (1, +00) 

1 
fae Bl FON eh iE 

Funkcje wielomianowe 

LZ ayax + 3x4 b) y=—x3 + 3x?- 4 

NierownoSci wielomianowe 

1. a) (-~,-2) U €-1} U (2, +00) 

b) (-, 1) 

c) (—0,—-3) U (-1, 2) U (2, +0) 

d) ca —u(2,2] 

2. Wskazowka: 10x? = 9x2 + x? 
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6. Utamki algebraiczne. Rownania i nier6wnosci wymierne. 
Funkcje wymierne 

Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzanie utamk6w algebraicznych 

, 

1 1 x -5 x +9 
ial naa b) ai x= 1 Cc) ype ke xeS d) 9 a) 

, 

xX =2 1 x(x +1) 
XFS, 3 , —1 e) ral} x 5 x# f) ay x# 

mee eRe Ab) = De Rai-1, 0} 
Xx +1 x 
2 wo eS é 

ee Dk Syed) SS pe RA C217} 
x x =-2 

2 24 2 
3. al Bx _x2u b) a ee eee C) FAKES) RRORE er, 

ve 3x (4x —1) 4 x2-9 
3 2 Zin 

= = Pe 5 5 1 ac) SEEN eye lige | 
(x —1)(x’-5) x(x7+ 5x —6) 
3 2 a nx ie + 3x soe ee 

be =4)(x—2) 

Dodawanie i odejmowanie utamkow algebraicznych 

fa} 7, D=R-{-1} A pe Reto Py DER 
x+ x+2 x?74+3 

=3y? —x*+x—-2 x -3 
d ,D=R—-{-1 Da —4-1, 0 ,D=R—-{-2,2 aD {-1} -e) eaay tal 0} em Veer et 

5x -1 Sx -9 x°23x—2 
Se SIRS b ,D=R-{-4,4 c) ————_, D=R-{0, 2} 

rere Seas le gay: ai Pago cea 
=—= 26x + 12 d) ee pers e) ee R803} 
Poe ey) x?-9x 

2 

| Cee 
y 43x 42 

Mnozenie i dzielenie utamkow algebraicznych 

x?+ 4x +3 
fea) DSR 12,3} 1) p=R-|5,4} Ape ere ee ey 

3 Ps 2x? 

2x +2 | x+2 7 ey eee! D=R=t-99 ,D=R-{-2, 0} ere aa Sn eed 
| 2. a) 
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Zadania na dowodzenie z zastosowaniem utamkow algebraicznych 

1. Wskazowka: Aby wykazaé teze, wystarczy udowodnié¢, ze wyrazenie - — 

: coh weriil exten? y . ma -—b) 
dodatnie. Wyr —— sprowadz do postaci —_———, a nastepnie korzys- odatnie yrazeniec ae prowadz do p ea ep y 

tajac z zatozen, wykaz, ze jest ono dodatnie. 

2. Wskazowka: Lew strone tezy przedstaw w postaci sumy 

3+ ¢ + 2) + (Z + s) + (2 + 5 a nastepnie skorzystaj z twierdzenia (przyktad 1). 
a eve” C 

3. Wskazoéwka: Teze przeksztaté w sposdb rownowazny do postaci 
z Z, 

3 ae -8 Lee + 4 > 0. Aby wykazaé¢, ze wyrazenie 3 a 8 ae +4 
a a De sa Dd 

jest nieujemne, skorzystaj z twierdzenia (przyktad 1). 

Rownania wymierne 

1. a)—7 b) 0 c) -2 d) 3 

FAITE Ye b) -16 c)-1 d) —2, 2 

AO aes 2 ee b Aeon 

Zadania tekstowe prowadzace do rownan wymiernych 

1. 3km/h 

2. 14h 

NierOwnosci wymierne 

1. a) (—20, 0) b) (—<, 0) U (5, +00) c) (4, 1) d) (2, -2) U (2, +2) 

2. a) (0,4) n( 00, 25) U (-2, +00) c) (-4, 3) d) (—2, +00) 

3. a) (-3,-2) U (1, +00) b) (—co, -2) U {1} U (3, +00) 

Rownania i nieréwnosci wymierne z parametrem 

1. ajmeied0) byme es 25 

2. me (-%,-1) VU (-1, 3) 

3. me (—,-6) WU (-6, 2) [0 | 

4. me(-,0 
25 
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Proporcjonalnosé odwrotna 

1. 9 robotnikow 

2. a)2,5cm _ b) 30cm, cztery razy 

Funkcje wymierne 

Pape — 6 6b) 2 

c) funkcja jest malejaca w zbiorze (—s0, —2), rosnaca w zbiorze (—2, +00); 

d) wykresem funkcji jest parabola 0 rownaniu y = (x — 2)(x + 6), z kt6rej usunieto 

punkt (—2, -16) 

2. me (-,-1) 

3. <3, 3) 

Funkcja homograficzna 

1. a), d) 

Zac) 

3.4 5 Xx 

aS 2 a es 

S24) u= [-5, —3]; funkcja G jest malejaca w przedziatach: (—, —5), (—5, +90) 

b) u= [2, 7]; funkcja G jest rosnaca w przedziatach: (—s, 2), (2, +00) 

c)u=[-5, 1] 

d) u=[3, -2] 
4, x € (-0,-3) U (11, +2) 

Zastosowanie wiadomosci 0 funkcji homograficznej w zadaniach 

1 a@=21 a) (0,2) b)xe(-7,5| 

he C= j= Sse 
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Sa (X= - —1, gdzie x € R- {-1, 0}; 

Fil OI ene oer eyweal hel 
\¢ 

bff ff 
a 2 Bo a al ae aS 

4. 4112 lub 6i6 

7. Ciagi 

OkreSlenie ciagu. Sposoby opisywania ci4gow 

1. as=-40 = at01 =-9898 —s Qn =—n*2+N+2 

3. a1=-2 a2z=-1 as=0 

4. a)a1=-6 az=-4 az3=—-2  b)as=-1 

Monotonicznos¢ ciagu 

1. a)tak b) tak c) nie 

Ciag arytmetyczny 

ia) Lt b) ciag rosnacy 

3. a)Qn=4n-7 ~~ b)an=-2n+5 

4,07 ——06 r= 
Nl] eR 

5. ki=-1, (0,—2,—-4) k2 = 3, (12, 6, 0) 

6. az=0,6 a3=-1,8 as=-4,2 as=-6,6 

Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego 

1. a)-115 b) 490 

2. a) 2475 b) 1665 c) 1210 

3. b)an=2n-1 

4, 31 

Ciag geometryczny 

1. a), b) - tak c) nie 
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Suma poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego 

1. nie 

276. 
27 

3. cztery 

Lokaty pieniezne i kredyty bankowe 

1. ok. 6863,93 zt 

2. Ook. 12 682,42 zt 

3. 20000 zt 

Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny - zadania rézne 

1. a=-2ib=1luba=4ib=4 

2. (1,3, 9, 15) lub (16, 8, 4, 0) 

Granica ciagu liczbowego 

1. 26, 427, A28, 429, ... 

Wiasnosci ciagow zbieznych 

Stays b) -1 eyo d) —2 

eal? b}t2 

a apd b}3 

Ciagi rozbiezne do nieskonczonoSci 

Teed) O7st, 0752, 0753, <. — .D) 7,86; 09, -. 

Szereg geometryczny 

23 34 =1272 
V2) a) = 

Jip 333 9-990 
2. 36cm? 

8. Trygonometria 

Miara tukowa kata 

71 71% 11in 710 She oe eae Fe fees 
Meg ee GS 78 
2. a)105° b)240° =c) 810° ~— d). 315° 

e) — 
71% 

4 

4t 

ite 
e) 165° 

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej 

1; 5-2 
2 

469 
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3. a) (V2 -2, v2 -2) b) (1, 6) 

Wykresy funkcji y = sin x oraz y = cos x 

1. a) funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow: (—r, 0), (x oo) zas malejaca 

w przedziale (0, =) 

2. wartos¢ dodatnia 

3 liczba jest dodatnia 

Wykresy funkcji y = tg x oraz y= ctg x 

1. a) -2n oraze= bye (-F, 0| (3 T, n| c) wyrazenie jest dodatnie 
6 

Przeksztatcenia wykresow funkcji trygonometrycznych 

G 

Ze 

a) re {-n =o nant b) ve (3s -1| V0, Tt) 

Y 
7 

+4 
f(x) =sin x—|sin x| 

a) ZWr=<-2, 0) 

b) {x: x € (21k, m+ 27k), k © C} 

€) To= Zn 

d) (-1+2kn, 2kn),k eC 
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Proste rownania trygonometryczne 

1, a) x =242kn lub x = 2 + 2kn, keC b)x =242kn lub x = + 2kn, kec 

€) x = >. +2kn lub x= = +2kn, keC  d)réwnanie sprzeczne 

e) x = 7+ 2kn lub x =" + 2kn, kec 

f) x =22 + 2kn lub x = SE 4 Dh, keC 

g)x == + kn, keC *hjxskn, keC ix== 

2. cztery rozwigzania 

3. a) me(5,3)_ by) me(-3.1) 

e)meW3-1,3- 73) d)m o(-22, 2) [- iP 

Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy 

yee ee 
4 

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych 

2. a) —4sin eee eigho b) 4sin pee teos| 
(ale IZ a2 Baez aoe2 

Rownania trygonometryczne 

+ kn, 
4 

3 

T 

ket 

1. a) x=— on +kn lub x=-sontkn ke C b) x=Z+kn lub x=-E+knkeC 

c) x=kn lub xaitknke€ d)x=7+knke 

2. a) x=242kn lub x =22 4 2kn, eC 

b) x = 42km lub x =22 + 2kn, keG 
OV 

co) x= kn lub x = 20 + kn, Kec 

d) x=2kn lub x = 5+ 2kn lub x = +2kn, kec 

NierOwnosSci trygonometryczne 

471 
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z) je ATS 
IG, we) ye NG NN) Se ne 

3 Sh 8 a 3 

w+ kn, n+ kn KaG 

Does Be g (Ek, 3 kr 
4 2 
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